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OVEK EENIGE GEVALLEN 

BIJ DK 

THEORIE 


TAK 

ONSTADIGE (DISCONTINUE) FUNCTIËN, 

WAAR MEN TE ONDERSCHEIDEN HEEFT, OF HET ONEINDIGE 
VAN EEN' EVEN’ OF ONEVEN’, EEN' GEHEELEN OF 
GEBROKEN VORM ZIJ. 

DOOB 

D. BI E REUS DE . HAAN. 


Onder de moeijelijkheden in de theorie der bepaalde integralen bohoort 
voorzeker de overgang van het eindige tol het oneindige, en talrijk zijn dan 
ook de dwalingen, die ontstaan zijn uit hel niet behoorlijk letten op de 
voorzigtigheidsmaalregelcn, die hierbij zijn in acht te nemen. Deze overgang 
kan van tweederlei aard zijn: óf het kan gebeuren, dat cene der beide grenzen 
van de bepaalde integraal het oneindige lot limiet heeft, óf dit kan het geval 
zijn met eene standvastige, voorkomende in de functie, die te integreren is. 
Van elk dezer beide gevallen is het mijn voornemen thans eonigc bijzondere 
voorbeelden te behandelen, en wel zulke, die eensdeels van veel gewigt zijn 
in de theorie zelve, en ten anderen tot zeer verschillende verklaring en 
behandeling hebben aanleiding gegeven; deze kunnen niet allen den toets van 
eene meer bijzondere, strenge overweging doorstaan, en hebben daarom ook 
tot niet altijd zuivere uitkomsten geleid. Het geldt hier namelijk, hoe vreemd 
zulks ook in het eerst klinken moge, het onderscheid, dat er somtijds gemaakt 
moet worden tusschcn even en oneven, tusschen geheel en gebroken oneindig 
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groot; een onderscheid dat meermalen verkeerdelijk over het hoofd werd 
gezien. 

Wanneer men toch eene bepaalde inlegraal-formulc gevonden heeft voor 
zekere waarden van eene standvastige grootheid h, namelijk 2 k, 2&+ 1, 
ak, pk, (waar « een geheel getal en p een gebroken moet voorstellen) kan 
het dikwerf voorkomen, dat de gang der redenering juist steunt op dezen 
bijzonderen overeenkomstigen vorm der standvastige, bijv. het even of oneven 
zijn, het geheel of gebroken zijn daarvan: is dit het geval, en laat men h 
tot oneindig aangroeijen, dan gelden de uitkomsten, die alsdan ontslaan, niet 
algemeen voor oo, maar respoctivelijk slechts voor/i— 2&,=2&+l,=aA-,— pk, 
met de voorwaarde k = oo. 

Uit dit oogpunt nu zullen hier vooreerst te behandelen zijn de integralen 
van den vorm: 

j Sin.kx.f(x)dx of J Cos. kx.f[x) dx. (Ijim.fc = cc) 


liet eerst, ongeveer een vierde eeuw geleden, zijn zulke integralen beschouwd 
door lkjelne-dirichlet en wel in crblle's Journal fiir reine und angewamllc 
Malhematik, lid. \, S. 157: sur la convergcnce des séries trigonomélriques 
qui servenl a représenter une fonction arbitraire entre des limiles donnécs. 

Hij onderscheidde echter teregt, waar het hier juist op aankwam, namelijk 
het geval, dat h den vorm 2/;-f-l bezat en dus oneven was, ook voor /; = oo. 
Zijne opvolgers echter zagen dit bij soortgelijke bespiegelingen dikwerf over het 
hoofd en geraakten daardoor somtijds tot valschc uitkomsten. Dit onderzoek 
zal, naar ik meen, tol eenige belangrijke gevolgtrekkingen aanleiding geven. 
Vervolgens zullen de Integralen van den vorm 



« x, Cos. (ix).f (x) dx 


worden nagegaan. Deze integralen zijn van oudere herkomst, en zijn zoowel 
de aanleiding tot, als het gevolg van zeer verschillende en uitcenioopende, 
ja zelfs tegenstrijdige, beschouwingen geweest: in latcren tijd beeft voonjl 
haabe zich veel daarmede bezig gebonden; mijns inziens zijn evenwel som- 
tijds deze uitkomsten, behalve om andere redenen, ook nog daarom niet gel- 
dig, omdat de integraal alsdan eigenlijk slechts bestaat onder dezen of der- 
gclijken vorm 
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<f ( Sin.ax , Cos. (9 x).f (x) dx. (Lim. k = oo ) 

« 

zoodot hier de bovenste grens oo van den bijzonderen vorm 2 nk bijv. zijn 
moet. De aldus verkregen uitkomsten zullen op die wijze somtijds van do 
gewone, als waar aangenomene, moeten 'verschillen. 

Ik geloof, dat deze beide punten van genoeg belang zijn, dat de opzette- 
lijke behandeling daarvan niet ongeschikt of onnut wezen zal. 


I. Over df. Ittegrales 


I Sin.kx./(x)dx, I Cos. k x. / [x)dx. (Lim. k — oo) * 


2. Men kan bij deze beschouwing van verschillende integralen uitgaan, 
wanneer men voor f(x) bijv. schrijft - f(x), — — f(x) enz. Het meest gc- 

cc öin. cc 

schikt schijnt daaronder evenwel de afleiding te zijn uit de bepaalde Inte- 
gralen 


ƒ” Sin. k x 


f(x)dx , Lim.A = 


niet alleen, omdat men bij de ForniER’sche Integralen rcgtslrccks tot deze 
formulcn wordt gebragt, maar ook en vooral omdat zich langs dien weg op 
de meest leerrijke manier telkens de verschillende gevallen opdoen, die bij 
enkele bijzondere omstandigheden moeten onderscheiden worden. 

Ten einde deze integraal na te gaan, kan men gevoegelijk, naar den aard 
der functie Sin.kx, drie bijzondere gevallen onderscheiden ten opzigte van 
n, dat is a = in, Ü < a < i n } £ n < a < oc; en beeft, men dus ten eerste : 


* Men knn de vroegere beschouwingen, — die echter niet alle met do hier ontwikkelde over- 
eenstemmen, — vooral vinden in do volgende verhandelingen: 

Lejeune-dirjciilbt, Journal von Crclle, Bd. 4. S. 157. — Dezelfde, Repertorium der Phytik. 
won Dove und Moser, Bd. 1. 3. 152. — Dezelfde, Journal won Crclle, Bd. 17. S. 57. — Dezelfde, 
Abhandl. Akad. BcrUn 1835. 

Schlümilcu, Grunerl's Archiv , Bd. 1. S. 417. — Dezelfde, Bedrage sur Theorie beslimmter 
Integrale, Jena, Froramann, 1843. VIII. 103 S. 4*. Abth. I. — Dezelfde, Analytische Studiën, 2 U 
Abth. Leipzig, Engelmaan, 1848. 198 S. 8’. 

McrJES, Journal von Crclle, Bd. 43. 8. 60. 

Bosnet, Journal de Liouville, T. 14. p. 240. 
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Sin 1c j 

I, - / — — f(x)dx. {Lim.it = «) 

J o 

Stel hierin kx=*y met de grenzen 0 en ik * voor y, zoo wordt 

I» *= ƒ d u- ( Lim * =* *) 

Dezen grensafstand 0 tot ik* kan men nu in k deelcn verdeden, die elk 

4 i 

è«r bevatten, namelijk 0 tot i*, i* tot n, * tot $n t .... — — * tot è k « ; 

M 

en dan de integraal zelve door eene som van k andere vervangen, die de ge- 
noemde deelen tot grensafstanden hebben, zoodat men verkrijgt: 


I, 


{ 




[ 




f 


l n $in. y fy 


/ i \dy +....+ 


r Sin 

y 

(c— 11" 


Sin.y fy 




§*,■ (L». t = (.) 

<* T* 

Deze k integralen zijn ten opzigte der grenzen van tweederlei vorm, naar- 
mate de integratie van de grens (c — i)n tot c* of van c* tol (c + è)n moet 
plaats hebben. Men kan nu al deze integralen tot andere terug brengen, die 
0 en i * tot grenzen hebben ; daartoe stelle men in het algemeen, als de gren- 
zen van y zijn 

(c — ?)n en en: y — cn — x,dy = — dx, met ^7r en 0 als grenzen van ar. 

cn en y = cn-\-x,dy = dx, met 0 en Ju als grenzen van arj 

en dan verkrijgt men voor de beide bedoelde integralen, daar 

Sin. (c n ± ar) => Sin.cn. Co*.xd:Co*.cx. Sin.x = ± Cot.cn. Sin, x (e) 

is, 

f T'db—f 

(e-è)" I* 0 

(K o 0 

Door de toepassing dezer herleidingsformulen worden nu alle integralen, die 
in het tweede lid der vergelijking (a) voorkomen, tot andere terug gebragt. 
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die ö en i* tot grenzen hebben; men kan dus al deze integralen onder één 
intcgraaltcckcn vercenigen, dat is: 

«■ - f +^irrj -rofr*) + - 

Nu kan men tot den limiet van k = oo overgaau; vooreerst is alsdan de 
reeks onder bet integraalteeken eene oneindige; voorts wordt voor elke 

Uit ±x \ 

\ * I 


/ 


«-./(=£*) _ -/(O, 


w 


wanneer althans de functie f ( x ) tusschen de grenzen der integratie 0 en è * 
stadig is \ 

Men kan dus deze /‘(O) even ais Sin.x, als gemeenschappelijke factoren 
onder het integraalteeken afzonderen, waardoor 

i, _ — t — — h — - — + — - — 

J Ij it — x n -\-x 2n — x 2?r-}-*^3w-— x 


1 


wordt; maar in het algemeen is 


2* 


en — x cn-\-x e 

standvasligen factor f (0) builen het integraalteeken brengende, 

lx . 2 x 


r— : — -T, dus wederom den 

2 n 2 — x 2 


I. 


=/(0) 


ƒ in , r* 2* 

lx n 2 — x 2 


4 rr 1 — ** 9 n 2 — X 2 


Nu weet men dat voor x < *, (en dit is hier het geval, daar l n de bo- 
venste grens van x is) de reeks onder het integraalteeken convergeert en 
Cosec.x tot waarde heeft; daardoor wordt eindelijk 

rl* 


■/(O) 


ƒ !« 

Sin.xdx.Co*tc.x =/(0) I dx *= inf(0), 


dat is: 


ƒ 


i * Sin. kx 


f{x)dx = \nf{Q). (Lim.A=oe) 


(I) 


* Het woord tladig wordt hier gebruikt ter vervanging van het fransobe continue , even ah 

onttadig voor ditconlinuë staat. 
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Vervolgens zij 

ƒ 0 Sin k x 

~~f(x)dx , 0<a< jir, 

O 


(Lim.& =. cc) 


zoo heeft men wederom, even als boven k x = y stellende, 


= ƒ ^~/{x)dx= I ■= 00 ) 

J o O 

Stel nu dat het grootste veelvoud van i», dat in ak begrepen is, m.i n zij, 
en f (die dus kleiner dan è * is) de rest, zoodat ak*=m. i * + f is, — dan zal 
hierbij m, hoezeer kleiner dan k, (daar a kleiner dan £ * is ondersteld) toch 
met k moeten aangroeijen en daarmede oo tot limiet hebben. Verdeelt men 
nu den grcnsafsland o tot ak in twee andere 0 tot i m * en i m « tol 
it»*+ f, zoo wordt 


'•“ƒ 


[nr* Sin. y 

y 


/(i) f = * ’ x ) 


De eerste integraal in het tweede lid dezer vergelijking heeft, even als hij de 
formule (l) i n f( 0) tot waarde: de tweede integraal kan men tol eenen meer 
gcschikteu vorm terug brengen door de onderstelling ij^imx + x; alsdan 
wordt d ij •*= d x en de grenzen voor de nieuwe veranderlijke x worden 0 en f; 
daardoor wordt dus die integraal 


[\ m *+fSin.y f y\ f/Sin.(^m7t + x) + x\ 

I — i»- 

jns.T O 

en derhalve 

!* = i*/( 0 ) + / — i . '/ ~ , — U*.(Lim k = x , Lim.w = «) 

J \mn + x \ k ! 

O 

Maar in de laatste integraal is Sin. (i m n -f ar) ook voor m = oo steeds klei- 
ner dan de eenheid; j wordt f = f( a )> de noemer + i 

wordt oneindig, en daarmede vervalt de geheelc functie onder het integraal- 
teeken, zoodat die integraal zelve nul wordt. Men heeft dus ook hier 

I, = W(0), 
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dat is 


ƒ 


Sin. L x 


f{x)dx — i«/(0) , 0 <a<i«. (Lim.A = <*) 


(II) 


Eindelijk zij 

I, 

zoo wordt 


f a Sin. kt 


-/ (x)dx , | a < a < x , (Lim. Ie — x>) 

X 

■«* Sin. y /y\ 


I, = 


“f 




nis men hier wederom i / = k x slelt. Deze vorm is volkomen dezelfde als 
die voor I 2 verkregen: slechts is hier a grooter dan in, en wordt dus bij 
herhaling der vorige redenering m grooter dan k; maar dit is dan ook het 
cenige verschil en de slotsom blijft dezelfde, dat is 

f ■ ƒ (x) <1 i ^ ?r /"(O) , (Lim. & = » ) (UI) 

'o * 

Wanneer men nu, hetgeen in de vergelijkingen (I), (II) en (III) gevonden 
is, te zamentrekt, komt men tot de nlgemecne uitkomst: 

/ Q ƒ, £ 

ƒ (x)dx — \ n f { 0) , 0 <( a < x. (Lim. £ = ») (IV) 

o 


Op dezelfde wijze is evenzeer 

ƒ 4 Sin. A x . , _ . 

— - — f(x)dx = |jt/( 0) , 0 <&< cc , (Lim.* = oc) 

o 

en derhalve, wanneer men de laatste integraal van de integraal (IV) aftrekt, 

f Sin. ka t .... . ,, r . 

f (x) d x rm 0 , 0 •<, b <(, a <( x . (Lim. i = x ) (V) 

* 

Hierbij wordt telkens ondersteld dat de functie / (#) stadig zij tusschen de 
grenzen der integratie. 

Bij deze integralen ziet men dat de standvastige k, die het oneindige tot 
limiet heeft, geheel willekeurig in vorm is, zoodat hier de vroeger gemaakte 
aanmerking niet te pas komt. 
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3. Voor do bepaalde integraal 


ƒ 


Cos.kx 


f(x)dx fLim. k 


oo) 


moet men evenzeer als bij de vorige de drie gevallen onderscheiden, dat 
n = £ w, 0 < a < £ * en £ * < a < a> is. 

Is a =■ £ dan stelle men weder k x = y, met 0 en £ k n als grenzen 
voor y, en dan wordt: 


h 



Cot.kx 

x 


f(x)dx — 



dy. 


(Lim. i = 


Dezen grensafstand 0 tot ikn vcrdeele men in k deelen, zoodat men eene 
dergelijke vergelijking («) verkrijgt als in 2, waarin slechts Cos. y voor 
Sin. y komt te staan: men gebruike dezelfde substilulien ( b),y =• cn±.x, dan 
verkrijgt men hier, — daar 


Cos. (en ± x) <=* Cot. c n. Cot. cx xp Siu.cn. Sin. x = Cos.cn. Cos.x 

is, — wanneer men nog alle integralen, die nu dezelfde grenzen 0 en £ * heb- 
ben verkregen, onder hetzelfde integraallceken vereenigt: 


f\~ iCos.x lx\ Cos.x (n — Cos.x ln-\-x\ Cos.x /27r — 

' J Ijr [ij n — * \ A / rr-f--*" \ k j"^2n — .r \ k J 
o 

Cos.x /2n-f-*\ Cos.x -f 3\l , T . , 

+ ï^rA~r-)- +( -^*v+-/l T-)l'"' <hml - 


Stel hierin x = - — iy, waardoor de grenzen van y worden ^ en 0, terwijl 
dy = — dx is, zoo wordt: 

r , f&'n-iy Ji*— i.v\ Sm.it/ ,(* n +''A SÜL{t/ (\\n~\y\ Sm.' f y 

n 

Hierin tot de limiet 00 van k overgaande, wordt dadelijk de reeks cene 
oneindige en levens 


+ 
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(/) 


Derhalve wordt f (0) wederom een standvastige factor, die nu builen bet 
integraalteeken kan vallen; evenzoo wordt Sin.iy een factor, die echter on- 
der het integraalteeken moet blijven; daardoor wordt 

f r 2 2 2 2 2 i 

Sin. lydyX + r — — + - ....| 

y l7t — y n-f-y Sn — y 8 n + y 5n — y 1 

-/(O) l'sn . ! w,r_ü .1, - «), 

J 9 jt * 1 — y 1 ~25 ji 1 — y 1 I 

0 

wanneer men in de reeks onder het integraalteeken elke twee opvolgende 
termen optelt, die Cn±y lot noemers hebben. Nu heeft, tusschen de bier 

geldende grenzen, de laatst verkregen reeks onder het integraalteeken - Sec. i ;/ 

tot waarde; van daar is 

I 4 = ƒ (0) j Sin. i y dy-Stc. {y = n/{ 0) ƒ* > (Lio3.tr = r. ), 

o o 

of x**iy stellende, waardoor de grenzen van x worden 0 en in, 

, , [Z-Tang.xdx 

I t =jt/( 0) / ~ , (Tam. k—x). 

o 

Maar het is gemakkelijk in te zien, dat deze integraal eene oneindige 
waarde heeft; want wanneer men ze, volgens de oorspronkelijke bepaling 
eener bepaalde integraal, als eene oneindige som van oneindig kleine pro- 
ducten beschouwt, zoo wordt voor de bovenste grens i « de geïntegreerde 

functie hier en heeft dus oneindig tot limiet: liet product 

Tang, (^n — 3) 1 3 1 1 


3. " g ' '* " . — — wordt 

{ n — o 

— Sin. 1 (jjr — (3) 


i n — d Cot. (Jjt — 3) { jt — 8 — Cottc. 1 ( } n — 3) 

— -, niet meer oneindig klein; zoodot de be- 


doelde integraal oneindig groot wordt. Daardoor heeft men 

I, = oo . 7i/(0) , (Lim. Je = *). 

Deze waarde is in het algemeen oneindig, zoo lang f (#) stadig blijft tus- 
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schei) dn grenzen van het integreren. Wordt f( 0 ) nul, dan wordt de waarde 
van I* onbepaald, en kan op deze wijze niet nader worden gevonden. Verder 
is het duidelijk, in verhand met hetgeen in N\ ‘2 werd aangemerkl, dal ook 
voor andere waarden van de bovenste grens der integratie a, namelijk voor 
0 < a < i ii en i * < « < oo, de integraal dezelfde waarde behoudt; men 
mag dus tot de algemeenc formule besluiten 


ƒ 


o 

a Cos. k x 


f(x)dx = oo. jt/(0); (Lim. k = oo) (VI) 


en hierin is de waarde onbepaald of oneindig, naarmate f (0) nul is of niet. 
Ook hier wordt de functie stadig ondersteld tusschen de grenzen der inte- 


gratie. 


A. Men kan nu overgaan om voor f (x) bijzondere waarden in de plaats 
te stellen, die nu aan de gegevene voorwaarde moeten voldoen. Het eerst 
doel zich de onderstelling voor f (x) = x F (x) : dan geven de algemeene 
vergelijkingen (IV) en (VI) bij stadigheid der functie F (<r) : 


ƒ Sin.kx.Y(x)dx = ^ = |°-/(°) — 0 
J Cos. k x. F (*) d x = x. Tt j* F (•*)] jc _ 0 = c». n. 0./ (0) | 


(Liin.L- = oo) 


(y) 


Deze laatste nu is onbepaald; ten einde daaromtrent, zoowel als ten op- 
zigte der eerste, ccnige meerdere bijzonderheden te leeren kennen, hcschouwo 
men ze op zich zelve, bijv. de laatste, en stelle deze daartoe onder den vorm 


f 


Cos.kx. F(x ) dx . (Lim.£ = oo) 


Hierin zij nu = waardoor bk en ak de grenzen van y worden; men 
zoekc het laagste veelvoud van tt, stel p n, grooter dan bk, en evenzoo het 
hoogste veelvoud van «, stel q*, kleiner dan ak; en noeme do beide resten 
r en s, (die dus beide kleiner dan * moeten zijn), dat is: 

è & = p tt — r , r < jt ; a & = ^ tt -f- 3 , s r. 

Alsdan verdeele men den grensafstand bk lot ak in drie deelen, namelijk 
van p * — r tol p », van p * lol q n, van q » tot q n 4. s, waardoor alzoo 

j CosJcx.Y(x)dx= r -Cos.r. F j dx-\- j j = o 


l>ir—r 


/)T 


•i* 
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Stel in de eerste der integralen, die in liet laatste lid dezer vergelijking 
voorkomen, x — p 71 — y, zoodat Cos. x — Cos. p K Cos. y + Sin. p Sin. y = 
Cos.pn.Cos.y, (lx = — dy is, terwijl r en O de grenzen van y worden. Evcn- 
zoo moet men in de laatste dier integralen x*= q™ + y stellen, zoodat dx — dy 
en Cos.x — Cos.qn.Cos.y wordt, met de grenzen 0 en s voor y. Op de onder- 
stelling pn = bk-\-r,qn^ x ali — $ lettende, heeft men alzoo 


= J 01 - Co* pn. Cot.y. (- dy) + ƒ Cota.Y + J'j Cos.y x. Co», y. d >J 

r pit o 

Co».piT.j -Cos ^ ƒ ^Cmut.F ^jdx+Co».gn.J Icos.y.F^- -*~Jdy,(hitaJ:** 's.).(k) 


Is nu f ( 2 ) tusschen de grenzen a en b stadig, zoo blijkt reeds uil de vorige 
vergelijking (i), zoowel als uit de laatste, dal iedere integraal in hel tweede 

lid op zich zelve nul wordt, uithoofde van den factor zoodat dan ook: 


Ij = 1“ Cos.kx.V(r)Jx = 0 . (Lim.* — . x) (VII) 

'4 

Maar de vergelijking (k) leert ons meer. Want indien slechts Lim. *1 (6 + 3) 
nul is (voor Lim. 9 — 0), waarbij toch F (b -f 3) zelve oneindig kan zijn en 

er dus stadigheid bij de grens b kan plaats hebben, zoo is voor 9 = ~ ^ J ; 


dus Lim. - F j — ~~ — - j — - 0,(Lim * *= ») , 

daar t — als grens der overeenkomstige eerste integraal in het tweede lid 
van ( h ) — grooler dan y en toch kleiner dan * zijnde, (zie verg. (h)) r — 1 / 
een positief eindig getal is; die integraal wordt dus ook in dit geval nul. 
Indien ook evenzeer Lim. df(« — 3) = 0 is (voor Lim. 3 = 0), waarbij ook 
F (« — 3) wederom op zich zelve oneindig kan zijn, wanneer de onstadig- 

heid voor de bovenste grens a plaats grijpt, zoo is voor 3 = * 


Lim. <5 F (b + 9) = Lim. ^ F ( b + 



Lim. 3 F (a — 3) 






O, 
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dus 

Lim. J F “ 0 • 

daar bij de laatste integraal in de formule (ft) s als grens der y grooter dan 
elke y is en toch kleiner dan ^ moet blijven (zie verg. (ft)), zoodat s— y een 
eindig positief getal is. — De integraal zelve is dus ook nul en in plaats van 
(VII) wordt bier meer algemeen volgens (ft): 

1 sa f Cos. I: x.Y (x) dx os f ^ Cos. x. f ( ~\ d x, ‘ ) 

) ) * V) f (Lim.it- od) .(0 

6 ;>T 4 

als Lim. 3 F{6+ 3) = 0 , ï,iro. S F(a — <5) = 0 eu Lim.3 = 0is. y 


Nu verdeele men zoo als vroeger den grensafstand van p * tot q n in 
p — q andere, die telkens * groot zijn, dan wordt bij de onderstellingen, 
waaronder (/) bestaat, en die wij gemakshalve niet telkens zullen over- 
schrijven : 


ƒ tp+l)»'l „M r(p+2)*i lx\ 

i c "'.F (■;)*' y + ' " + i 


/■{«+*)* 1 


-Co».*.F[-)<ix+... 


P* 


(P+U* 


(V-l).T 


H 


Stel nu in eene integraal, die c* en (c+1)* tot grenzen heeft, x — c* + y, 
dan wordt Cos. x = Cos. c n. Cos.y, dx = dy, en de grenzen van y worden O 
en tt; zoodat die algemcenc integraal wordt : 


ƒ 


(C+IjjT 1 

- Cot.x. F - 1 dx ■ 

K \K 


Cos. en. J i Cos. y . F | d y. 


Bij alle integralen, die in het tweede lid der vergelijking (w) voorkomen, 
deze substitutie aanwendende, verkrijgt men voor alle integralen dezelfde gren- 
zen O en zoodat men ze allen onder een intcgraaltcekcn vereenigen kan; 

daarenboven is ~j.Cos.ij een factor, die aan alle integralen gemeen is. Derhalve 


Is nu F (#) tusschen de grenzen O en 


+...+Co».{( 7 -])t}.f| ( 7 Y- +y ]] • (») 

n eene afdalende functie, zoo is de 
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reeks onder liet integraalteeken convergent en begrepen tusschen nul en den 
eersten term dier reeks, dat is, voor p n hare waarde bk + r in de plaats 
stellende, 

o 

O 

Maar wegens Lim. <5 F (6 4 - *ï) =0 is ook Lim. --~^F + ” 0, 

en dus ook, daar x<. r < * js, Lim. F \ b -f 
dat is I 4 = 0. 

W as F (x) daarentegen tusschen de grenzen 0 en * ccnc opklimmende 
functie, zoo is de reeks onder het integraalteeken nog convergent, mits men 
haar in omgekeerde orde neme; hare waarde is alsdan begrepen tusschen nul 
en den laatstcn term dier reeks, zoo als zij in dc vergelijking (n) geordend 
is; dus voor qn hare waarde ak — s stellende, wordt 


— j = 0; derhalve 0 < I, < 0, 


0<I,< ƒ ^Cw.ydyF — * t (p) 

O 


Nu is Lim. 3 f (a — 3) 0 ondersteld, dus ook Lim. — - F \a- 

maar y < s < », dus 0 < * + s — y < 2 * en daarom Lim. ^ F ( a - 




derhalve ook in dit geval 0 < I, < 0, dat is I 6 = 0. 

Was F (x) verder ccnc functie, die dan eens opklimmend dan eens afda- 
lend werd, zoude men de integratie van elk maximum lot elk volgend mini- 
mum afzonderlijk moeten uitvoeren, en zoude van elke zulke integraal dus 
het boven gezegde gelden. Werd F (x) voor eenigc dier grensafstanden nega- 
tief, zoo behoefde men slechts eenc nieuwe functie F, (#) = — F (.r) in U 
voeren, om weder de vorige redenering te doen gelden. Men beeft dus altijd 




Cos. kx.? (x)dx >= 0 , 

}(Lim.& = oc) 

ats Lim.3F(6 + 3) = 0, Lira. 3 F (a — = 0 cn Lim.3 = 0is.] 


(VIII) 


wanneer dc functie F (<r) tusschen de grenzen (uitgesloten) stadig is. 

Maar ook wanneer zij voor eenigc waarde van x bijv. /» (zoodanig dat 
b < h < a is) onstadig werd, is het gemakkclijk te bepalen, welken invloed 
dit zal uitoefenen. Men moet alsdan volgens de voorschriften van de theorie 


M 
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der bepaalde integralen de, naar cattciiy aldus genoemde, singuliere integraal 

ƒ *+« 

Cos. k x. F (x) d x , (Lim.* = 0) , 

A— t 

van de vroegere waarde aftrekken. 

Stel ook hier k x = y, zoo wordt die correctie 

= 0 , Lim.A = oc). 


A = Lira. 


/ 


kk+k i 


lh-i; 


-Cot.y. F r \dy , (Lira. f 


Is /; ( = oo . 0, zoo wordt van zelf A = 0; is dit produkt echter niet nul, 
zoo heeft men hier eene dergelijke formule als in vergelijking (VIII), en A 
zal dus nul zijn, mits Lim. ^F(A±3) zelve nul is. Daardoor wordt de ver- 
gelijking (VIII) eindelijk 

tl 

Cos. kx. F (x) dx = 0. (Lim.A- = cc) 

Wordt F ( x ) voor b, a, of h (<i > A > b) onstadig, zoo moet nog rcs- 
peclive Lim.3F(6 + 3) = 0,Lim.iF(o — 3) = o, Lim.3F(A ± ^) = 0 
zijn voor Lim. 3 = 0; hierbij kan b ook nul wezen. 

5. Men heeft dus bepaald, wat er van de onbepaalde uitkomst was, die 
in de laatste der vergelijkingen (g) gevonden werd. Op dezelfde wijze rede- 
nerende ten o[)zigle van de eerste der integralen (g) zal men die uitkomst 
nog ccnigzins kunnen uitbreiden. En dit zal niet moeijelijk zijn, wanneer 
men nagaat welke verandering in de formule van hel vorige N\ plaats grijpt, 
wanneer men Sin.kx voor Cos.kx schrijft en evenzeer Sin. g voor Cos.g. In 
vergelijking (k) zal de eerste integraal negatief worden, maar daardoor zal 
(VII) niet veranderen, evenmin als (/) lol (/»); de vergelijkingen (VIII) en 
(IX) blijven dus bestaan (altijd bij het veranderen van Cos. in Sin.); dat is 

a 

Sin. kx.Y [x)dx — 0. (Lim. k — cc) 

Wordt F (x) voor b, a of h (n >/t>6) onstadig, zoo moet nog respcc- 
live Lim. 3 F (b + 3) = 0, Lim. 3 F (a — 3) = 0, Lim. 3 F ( /t ± 3) = 0 
zijn, voor Lim. 3 0. Hierin kan ook A = 0 zijn. 

In deze vergelijkingen (I) tot (X) is de vorm van k nog geheel onbepaald. 
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6. Men kan in de algemeene vergelijkingen (IV) en (VI) voor f(.v) ook 
nog andere onderstellingen invoeren, zoodat de noemer .v vervangen worde 
bijv. door Sin. x of Cos.x; en dit zal tot vier verschillende formulcn leiden. 

Zij vooreerst in (IV) fx «. — — F(x), dan wordt zij 

/ a Sin.kx \ x 1 

Y{x)dx = *»|=—ï tol • (Um.k = oo) 

Sin.x m.x J x-o 

o 

4 

• • x 0 • • 

Voor x = 0 wordt wel is waar -r- - = - en schijnt dus onbepaald, doch 
uit de leer der limieten weet men dat Lim. — 1 voor Lim. .p = U. 

om. j 

Maar de bovenstaande vergelijking geldt slechts, wanneer f (r), dat is^A^P^), 

stadig is tusschen de grenzen 0 en o; wanneer dit zelfde nu ook met F (aj 

het geval moet zijn, zoo dient noodzakclijk mede stadig te wezen; deze 

breuk wordt onstadig voor .v — ti' } derhalve geldt de bovenstaande vergelij- 
king vooreerst slechts voor « kleiner dan ir, dat is: 

I« = f =^P(0). a< n. (Lim.k=x) (XI) 

J OKI. X 2 

o 

Er is dus eene nieuwe onderzoeking noodig, wanneer a gelijk of grooler dan 
Ti is; daartoe ondcrscheide men hier drie gevallen a = 6’i, a = 6n-j-c, 

(waar c<« zij), zoodat wij ons eerstens hebben bezig te houden met de 
integraal 

/ T Sin. kx 

— Y(.r)dx . (Litn.i = oo) 

Stn.x 


Men ontbinde den grcnsafsland 0 tol * in twee andere 0 tot i n en i » tot 
TT', dat is 

Y{.t)dx-\- 

Vcrder stelle men in de laatste integraal x == n — y, dus df» — dy, 
Sin.x— Sin. y, Sin. kz= — Cos. k ti. Sin.ky = Cos. {(k — i)n) .Sin.ky, terwijl 
de grenzen van y worden k* en 0; alsdan wordt: 


f 


* Sin. k x 
Sin.x 


P (x)dx . (Lim. k = oc ) 


I, = 


= ƒ 


i* /Sin. k x 
Sin.x 


1G 
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-f 


fi n Sin.kx^ t . /■i*'Sin.£x 

s5TÏ PW ' , * + c “t ( ‘-i ) ”}7 

-O o 


F(w — x)dx . (Lim.A = oo) 


Ten opzigtc van beide deze integralen kan men nu de formule (XI) aan- 
wenden, waardoor 

ƒ *■ Sin. k x 


Sin x dX ” l F(0) + C ° *■ ~ °) > («■»•*-• ) -(XII) 


wordt. Men ziet hieruit, dat de uitkomst in zoo verre van k afhangt, dat de 
factor {Cos. (k — 1)*} voor k even of oneven gelijk wordt aan de negatieve 
en positieve eenheid. Zoodra men dus weet, dal k de limiet is van eene 
evene of onevene grootheid, heeft men 

{* Sin. 2 kx. 


f 

O 

ƒ 


71 






, , (Lim. k *= oo) . . . (XIII) 


Is daarentegen de oorsprong van k niet bekend, zoodat men niet geregtigd 
is, om k even of oneven aan te nemen, zoo heeft men, naarmate F (*) altijd 
nul is of niet, uit de vergelijking (XII) 
f* Sin. k x . 


/ * Sin. k x 
Sin. x 


F (x) d x = — F ( 0 ) , als F (n) = O is ; 

M 


, (Lim. k = oo). (XIV) 

onbepaald, als F(w) niet = O is. J 
Vervolgens beschouwd men het geval dat a = b * is, dat is de integraal 

f bn Sin. k x , 


I. 


ƒ 


Sin.x 


F(x)dx; (Lim. k = oo) 


hier verdeele men den grensafstand O tot bn in b deden, die elke eenen 
afstand * bevatten, dan is 


ƒ * Sin * kx f 

u 

+ƒ 


2 * Sin. k x 


Sin. x 

* 

k * Sin. kx 


F(x)dx-|- ... -J- 


/ 


X*+i)*Sin.kx . 
«Sin.x 


F(x)d*+ ... + 


«Sin.x 
(t-l)T 


F(x)dx , (Lim.A = oo) 


( 7 ) 
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Stel in eenige dier integralen, wier grenzen in het algemeen c^en (c-f 1 ).t 
mogen zijn, x — Cn + y, dx = dy, met de grenzen 0 en n voor y, dan is 
Sin. x — Cos. c 7i. Sin. y , 

Sin. A x = Sin. (Acrr -f- ky) = Cos. k c n. Sin. A ij = Cos. {(A — l)crtj.Coi.CJr. Sin.ky , 

Substitueert men telkens deze uitkomsten in de vergelijking (q), zoo heeft 
men eerst in het algemeen: 

- CO*. {(i-l)c«}. f £^F(c* + y)dy 

c* O 


en dus wordt ( 9 ) 

3 ƒ ~^F(x) dx+Cos.{{k—l)n}.[ "^T(n-{-x)d.t-\-Cos. {(k—l)2n'J.f ~£* F(2n-{-Tytx+. 

Q O o 

f* Sin.kx . 


+ Cos.{[k — 1) (6 — 1) tt} . /" — — -F{(6 — l)7i+x}(fx, (Lim.A =■ 00 ) 
J out. X 


of, daar Cos. {( k — i)2c>r} =1, Cos.{(k — l)(2c — 1 )^} = Cos. {(/: — i)^} 
is, wanneer men tevens de uitkomst van vergelijking (XII) gebruikt: 


I. =J[F(e)+C<«.{(A-l)7T}./(7r)] + ^C(«. {(A-ljTrJ.fFM + Cc». {{A— 1 )tt}.F(2tt)] + 
+ j Cos. {(* — 1) 2 rr}. [F (2 n) -f- Cos. {(A — 1) jt}.F (3 tt)] 

M 


+ ....+-CO*. {(5-l)(A-l)7r}.[F{(i-l)»r} +Co*. {(A — 1) tt} . F ( 6 »r)] ; 


of daar Co$.{l(k — 1 ) jt) . Cos. {(A- — 1)*} Cos. {(i — 1 )(k — i)«} is, 

I ,=J i '“jF ( x ) cLt=^[F ( o)+2C(«.{ ( A- 1) ! i}.F ( 7 r ) +2F(27r ) +2C'o S .{ ( A- 1 )7,}.F ( 3r I )+ 
° 4 - . . . . + 2 Cos. {(6 — 1) (A — 1) tt}.F { ( 6 — 1) 7r) -j- Cos. {6 (A — 1) 7i}.F (6 ït)] 

= \ [ I ' F (*)+*' *(«») + 2 F(**) + .... } + 2 Co*. {(A- 1) n] . (F(«) + F(3 ») + ....} + 
-f- Cos. {$ (A — 1) tt} . F (b tt)]. Lim. A = oc (XV) 

Hier komt weder het onderscheid tusschcn k even en oneven te pas; want 
de factor Cos. {(/> — 1)*} hangt daarvan af; is k even, zoo is die factor — 1, 
terwijl hij + 1 wordt voor k oneven. Daarenboven wordt .voor k even 

3 

wis- es SATuenE. vr.p.11. der ko.mskl. akademie. deel VII. 
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Clos. {6(/; — l)n) golijk ± 1 naarmate b even of oneven is, omdat daarmede 
tevens b(k — 1) even of oneven is; was k daarentegen oneven zoo is b (k — 1) 
altijd even, en dus in dat geval Cos. {b (k — 1)*} gelijk -f 1 • Dit te zamen- 
vattende komt men lot de drie volgende uitkomsten: 


M Ï)X * F (*)«tr = j[F (o)+2 P(t) + 2 F(2*) +„.. + 2 F {(A— l)rr} +F(^j], 

O 

r 4 ' 5 !— ! FW<f*«=5[F ( o ) -2 p («)+2F ( 2«)-..--aF{(2i- 1 )*}+F(2i»)]J 
*0 

£!cx TT- .. 

F (*)</* = -[F(o)— 2F(ir) + 2F(2i*)— .„.+2F(2&n)— F{(2 ö+1)t}1. 


(Lim.&= zr.) 
. . . (XVI) 


Weel men daarentegen niet of k even, dan wel oneven zij, zoo wordt de 
uitkomst van vergelijking (XV) eenc onbepaalde, tenzij altijd F { (2 /» -j- 1 ) jt} = O 
is (voor 2A + 1 <&); men moet dan nog onderscheiden of b even zij of niet 
wegens den laatsten term van (XV) namelijk Cos.{b{k — 1) *}.F (b*). Is b 
toch even, zoo wordt Cos. {b (/; — 1) *} = 1 ; is b oneven, zoo wordt die factor 
wel onbepaald (dat is ±1), maar F(6 tt) verdwijnt alsdan. Daardoor is: 


i. 

I 


'2&JT Sift Jc X Tt 

F (*) dx — -^ [P(o) + 2F(2 *)+....+ 2 F{(2 b — 2)jt} +F(2 «»)], 

;i4-fl )*Sin kx n 

F (*) dx = - [F (o) + 2 F (2 *) +....+ 2 F (2 b n)J , 


,(Lirojl= x) 

als F {(2/i -j- 1) ;r} = O , h<^b\ anders is I * ' * 

f — F(jr)<i.e = onbepaald, als niet altijd F((2A-f-l)n) =0 is.(2A + l<^t). 

J Sin.x 


Eindelijk blijft er nog het geval over, dat a — bn + c is(cO); alsdan kan 
men den grensafsland o tot b* + c gcvocgclijk in twee deden verdeelen, 
namelijk van o tot b * en van b * lot b* + c, dat is: 




rir Sin.kx fi T +c Sin.kx , 

— F (*) d x -f- / 1 (x)dx . (fjira.i= cc) 

bm.x I oi n.x 

o ’4j» 


Stel in de laatste integraal dezer vergelijking •*' — b * + y, dan worden 
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*t) 


. Sin.k . r Sin. (kbn-\-kij\ CosMbn.Sin.ky 

o en c de grenzen van y; verder is d* = tfy, - ^^+7) " Cos.bn.S^y 

= C^b".Si^y.Cjrbn = Cos^k-ljbn^ky ^ ^ substiluerende koml er . 
Co». 2 bzt. Sin. y Sin. y 


ƒ 


Sin. k x 
Sin. x 


F (x) d x -f- Cos. 


{(*-!)»-}.ƒ 


' c S«n. Ax 
Sin. x 


F (6 n -j- x ) d x . (Lim. k—v>) 


En nu zijn de beide integralen tol cencn vorm terug gebragt, waarin zij 
reeds vroeger bepaald rijn, namelijk de eerste door de formulcn (XV), (XVI), 
(XVII) en de tweede door de formule (XI); men moet dus ook bier een 
onderscheid maken tusschen de verschillende gevallen, die in do vergelijkin- 
gen (XVI) en (XVII) voorkomen, en heeft alzoo: 

F** “^7^ F W = l [F(o)+2F(n)+2 F (2n)+..„+2F (&*)]/ 


j *26 

O 

t 

t 

f 


*+* Sin. 2 kx 


F (x) dx « - [F (o) - 2 F (n) + 2 F (2 ir) - ....+ 2 F(2 b n)], j 

olll.X l* 


(26+ 1 Sin 2 Ar x n - ■ 

F (x) d x . -[F(o)-2F(7r)+2F:2n}— ....-2F {{24 + 1 >} ],| 


Sin.x 


■2lw+e Sin.k x 
Sin.x 


F(*)</x = -[F(o) + 2F(2n) + ....+ 2F(24n)]. 


44+1)*+* Sin. k x 7t r , 

F(*)d, = -[F(o} + 2F(2n) + ....+ 2F(24rr)], 


,(Lim.A= ao ) 
(XVIII) 


De beide laatste integralen gelden, wanneer altijd F((2/i + l)rrj =0 is, 
voor h <.4; anders is: 


/ 


‘t»+c Sin. kx 


F(x) dx = onbepaald, indien niet altijd F {{2/i-f- 1 ) vrV tac 0 

Sin.x 

is. (2 /« + 1 < 4). 


En hiermede is de integraal voor alle gevallen overwogen, waarbij gebleken 
is, welken invloed het even of oneven zijn van k uitoefent, en hoe daarbij 
nog de toestand der grenzen in aanmerking moet genomen worden. Om te 
zien of het geval van « •=. oo zich uit het vorige laat afleiden, dient men 
zich tot de vergelijkingen (XVIII) te wenden, waar a den vorm b* + c heeft; 

3* 
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men moet dan daarin b tot oneindig laten aangroeijcn; men kan alsdan geen 
onderscheid meer maken tusschen b even of oneven, en dit behoeft hier ook 
niet, daar de tweede en derde, evenzoo de vierde en yijfde der vergelijkin- 
gen (XVIII) telkens tot dezelfde uitkomsten leiden, als b oneindig wordt; 
men heeft dus eindelijk: 

1)x} ?{x)d * - ï C F( °) (««) + —3. 

o 
"o 

ƒ * Sin. k x , „ n r « ■« 

^*7 F («r) d x =* - [F (o) + 2 F (2 ti) + 2 F (4-tt) + • • • •] ; wanneer steeds 

Fj(2A4“l)^}=0is,(0<^^*<C 00 )» anders is die integraal 



Bij alle de vergelijkingen (XI) tot (XIX) wordt ondersteld, dat F (z) 
stadig is tusschen de grenzen der integratie. 

7. Verder in de algemeene vergelijking (VI) f (r) =, - — F(z) stellende, 

v(W. X 

heeft men de integraal 

ƒ “ Cot.kx 

~c^7 ¥{x)dx ' (Limi = 

o 

le beschouwen. Deze kan men gcschiktclijk afleiden uit de integraal in het 
vorige nummer behandeld; en wel door het stellen van x = ^- + y; dan is 

lé 

1T 7t 

dx=*dy, met — - en a — - als grenzen van y ; verder is Co$.x= — Sin.y, 

Cos.kx Cos. (Ik* + ky). En hierin zullen de uitkomsten geheel verschil- 
lende vormen verkrijgen, naarmate k is van den vorm 4 k‘, \ k+\, 4&'+2, 
4 U -f. 3 respectievelijk, want voor 


1° k=ik', isC<w.(Jifcjr-p&y) = Cos. (2 k'n -j- 4&'y} =CotAky 

2’ k=zlk'+l, *=Cos. {2i r jr + j7i + (4*-+l)y} =— Sin.{(4* +1)!/}, 

8’ * = 4*' + 2, =Co». {(2/fc'+l)jr+(4A' + *)y} — <7ai.{(4£'+g)y}, 

4’ * = 4£' + 3 = 4*'— 1 =Co». {2A'w — •« + (**' -l)y} =*8in. {(4*’ — l)y}. ( 




Bij de tweede en vierde onderstelling wordt de integraal van dcnzclfden 
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vorm, als in N\ 6 behandeld is: bij de eerste en derde onderstelling daar- 
entegen komt er eene Cosinus in den teller; men zal dus beide soort van 
vormen afzonderlijk moeten nagaan, en daartoe met de tweede en vierde der 
onderstellingen (r) moeten aan vangen. Alsdan is 




>,(LimJk= oc) 


_J a ~ i Sin • ((**— i)y) T (* 


Sin. y 




"O — jlr 

Stelt men in de laatste integralen dezer beide vergelijkingen, y = — x, 
t iy—.—dx, met è * en 0 als grenzen van zoo worden zij: 

!*&«.((**— l)t), 


cc) 

(•) 


o o 

en nu kan men beido laatste integralen uitdrukken door ^ F volgens de 
waarde in vergelijking (XI) gevonden. Wat de eerste integralen betreft, moet 
vooreerst a — ~ positief zijn; ten einde vervolgens tot de verschillende ge- 
vallen van het vorige nummer te komen, stelle men: 

26 + 1 


re 8 re 

— > o* 
2^ ^ 2 


3 * 26 + 1 

— , a = n , a 

2 ’ 2 


■ n + o , a = s© ; 


want dan wordt de bovenste grens der integratie respective: 

n n 7t n n 

0<a— -<7T, a — - r= rr , a—-*mbn , a — - = bn + c, a — 2 x ; 
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en men heeft dus naar de vergelijkingen (XI), (XIII, 2), (XVI. I), (XVIII, 1), 
(XIX, 1), die hier alleen gebruikt kunnen worden omdat en 4 ft — 1 

oneven zijn, — wanneer men de beide integralen I„ en I„ onder éénen vorm 
met het tecken ± vereenigt: 

f a Cos. \(ik ± 1)®} ir_ /»r\ ït /ï*\ ,, /jt\ n 3jt 

ƒ aS^ * 5 p 5 _ ± „r 5 1 8<"<T 1 

O 

in(i)+ K t)!* i F (i) - *3"®+ *(¥))■ 

*0 

+i^«)] * 



—H3 + *(T)+'rT) + - + '(W 

*ïHï) + ”(t) + sp (t) +-1 * I P (I) 


, (Lim. & 


dr TT 


HI) +f (¥) +f (t)+- 1- 


Er blijft nog een geval over, wanneer namelijk a =» i «■ is; alsdan a — ijr = 0, 
en verdwijnen dus de eerste integralen in de vergelijkingen (s), zoodot 

JT 

/ -Cos. {(\k =fc 1)*),, , . n , ( n \ „■ 

" F . (L.».4- «) (XXI) 

o 

Wat de beide andere onderstellingen aanbelangt, deze voeren lot integralen 
van den vorm 

/ a Cos.k jt 
Sin.* 


X= cc) 

(XX) 


Digitized by Google 


OVER EENIGE GEVALLEN BIJ DE THEORIE VAN ONSTADIGE FUNCTIËN. 


‘23 


die' eerst naderhand zullen worden behandeld; men moet hier dus anders te 
werk gaan. Uit de goniomelrische vergelijkingen 


Cos.tkx = Cos. {4E-f- 1) x}.Cos.x -j- Sin. {(41: -f- 
Cos. {(4 k -f- 2)*} *= Cos. { (4 fc -f* 1 )x].Cos.x — Sin. {(4A-J- 1 ) x} . Sin. x , 
volgt vooreerst 

f ° Cos. trkx. 


I,. 


'f 


Cos. x 


■ F (x) d x 


j a Cos. {(4 


*+l)x}.F(x)dx-|- 


[ a Sin. {( 4 k 4 - 1 )*} , / 

+ f 

"o 

I,, — r C j?hi ^ k ± F (x)dx= r Cos. {{tk+l)x}.T(i)dx — 

I tos.x J 




f 


Sin. {(4A+1)*} 


Cos.x 


Sin. x. F (x) d x. 


*) 

« 


De eerste integraal in hel tweede lid dezer vergelijkingen is nul, volgens 
«Ie formule (VIII) van N®. 4: de tweede integraal moet men uit de formu- 
len in N®. 5 en 6 afleiden door aldaar rcspectivc F (*) = Tang. x. F (x) en 
Sin.x Sin . 5 x , 

F (*) = Sin. x - — F (x) = F (s) aan te nemen . 

Cos. x ' Cos. x 

De integraal 

f a Sin. ie x f a 

I M b I — Sin. x. F (x)dx = I Sin. k x. Tang. x. F (x)dx 

o o 


2 ^ I j 

wordt onstadig voor x = — - — »; en men moet dus eerst het theorema (X) 

M 

raadplegen, in hoeverre hier aan . de vergelijking Lim. F (k ± *) voldaan 
wordt. Deze toch wordt hier 
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Om aan deze voorwaardensvergclijking te voldoen, waarin Liin. ^ 


Tang. S 

is, moet Lim.F^— 7r±dj = 0 zijn, dat is F | — g”””] **0; derhalve 
1 , 4 = ƒ Sin.kx. Tan g.x. F (ar) dx=* 0, als F | — ~~ = 0 is. (Lim.jtö») ..(XXII) 

Wanneer daarentegen F 1 n j niet altijd nul is, zoo leert ons de ver- 
gelijking (X) niets meer, en men moet tot N*. 6 overgaan. Vooreerst volgt 

Sifh^ x 

uit (XI), daar voor a kleiner dan de functie F (x) stadig blijft, en die 
vergelijking alzoo hier geldig is: 

/ a fi Sin. 2 o 

Sin. k x. Tang. *. F («) d * = — — F (o) == 0 , a<Jn . (Lim.it =* oo) . . (XXIII) 

2 tos. o 
o 

Voor alle volgende vergelijkingen is F ( b n ) 

-?»<*■) -0. 

als F (x) sLidig is, en worden dus de waarden der integralen allen nul; maar 
voor alle waarden van x = - y - 1 tc wordt dezelfde F (x) 

L+l \- P “1T F *" "* als F (^^") nict aUijd nu ' is; 

l 2 1 

en daaruit volgt: 

[a 1 2 b 4- 1 \ 

I Sin.kx. Tang. ar.F(x)dx = oe, als Fl nrj niet altyd nul is. (Lim.£ = oo) .(XXIV) 

‘o 

Volgens deze vergelijkingen (XXII) tot (XXIV) gaan nu de vergelijkingen (/) 
over in de volgende: 
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ïo 


ƒ 


0 Cos. 4ii 
Cos.x 


■ F (x) d x = 0 




= o , 
= 00 


, \ ,,/n+i \| 

\,r*<«< », naarmate * I — — n j l,{Lio.A = oo ) 


/ 




altijd of niet altijd nul is. 


Cos.x 


¥(x)dx= O , 


.... (XXV) 


», / 


. KI»; 


Dit verschil tusschen de stelsels vergelijkingen (XX) en (XXV) doet ge- 
noegzaam den invloed van den vorm van k op de waarde der hier behandelde 
integraal kennen, waarbij altijd F (#) stadig is ondersteld tusschen de grenzen 
der integratie. 


' 8. Stellen wij nu in de integraal (IV) ƒ (*) 


Cos.x 


. F (*), dan wordt deze 


ƒ 


a Sin.kx 

Cos.x 


F(x)dx *= O , 0<a<^nr; (Lim. k = cc ) (XXVI) 


maar dit alleen zoo lang f(x) stadig is tusschen de grenzen der integratie; 
daar nu voor i = Cos.x nul en dus de functie oneindig wordt, moet in 
de vorige vergelijking a kleiner dan i n blijven. Voor a grooter dan, of ge- 
lijk aan is dus eene nieuwe onderzoeking noodig; daartoe gebruike men 
de goniometrische formule 


Sin. k x = Sin. {(A — 1 ) .*} . Cos. x -J- Cos. ( (A — 1 ) er) . Sin. x ; 


dan is: 


I, 5 = j Sin. {(A — l)x) . F(x) dx -f- [ — — Sinje. F (x) dx. (Lim. k = ») . (u) 

J f (s08é X 

O o 

Ue algemeene vergelijking (X) leert ons, dat de eerste integraal nul is, 
zoo lang F (x) stadig blijft tusschen de grenzen van het integreren, en dit 
zal men toch bij de tweede integraal moeten onderstellen, want deze is een 
bijzonder geval van de formulcn van het vorige nummer: men moet daér slechts 
voor F (.r) stellen Sin. x. F (.r). Zij dus vooreerst in («) A' = 4 A ± I, dan 
wordt k‘ — \ =4 k of 4A — 2, en derhalve volgens de vergelijkingen (XXV): 

4 

wis- en natui.uk. verh. der koninkl. akademie. deel VII. 


26 OVER EENIGE GEVALLEN BIJ DE THEORIE VAN ONSTADIGE FUNCT1ËN'. 


) co,:* — n*)d»-o, 

J o 

- o , 


\ 

f,(Lim.i= oo) 
naarmate . . (XXVII) 


i .jrr <a< oo 
altijd nul is of niet. 

Zij vervolgens k' = 4 k of = 4 & + 2, zoo wordt K — i =* 4 A qp 1 en dus 
naar 


de vergelijkingen (XXI) en (XX), daar F 7 — * j hier 

rj wordt, 


-/ 


Sin. 

‘ a Sin. 4- kx 
Co», x 


/ 26+1 


\ 2 

F (*)dx=+ £ 


26+1 


(”) 




r F f r 


= TT F ( r 


(2 1 
’rr) 
.2 i 


a — in : 


n S n 

, -<a< 

’ o • ^ o 


3jr 

i ' 


-H* p (ï)- f (t)] 

+ Cos.bn. F f' 

“ ’ l p (ï) _p (t) + ••• + p (* t" 


26+1 


,(Ijim.4 = 00) 
, (XXVIII) 


+ ... 


1 


F (.r) zij siecds stadig tussclien de grenzen der integratie. 

9. Eindelijk moet men nog in liet theorema (VI) — — F(*) voor f{x) aan- 
* Sm. x 

nemen om de integraal 

T® Cos. k x 

ï'c = f Sin x l'(*)dx , (Lim . k = x) 

J o 
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le verkrijgen, waarover reeds in N\ 7 gesproken werd. Ten einde hare waarde 
uit liet vorige af te leiden, gebruike men de goniometrischc formule 

' Cos.kx — Cos. {(F + !)•*}• Cot.x -+• Sin. {(/»• -j-l)*}. Sin.x , 

zoodal 

F 1S = f ' fa x.ü(x)dx-{- f Sin.((t+ l)z). F(x)rfx, (Lira. ia: x) . (w) 

f Stn.x J 

o o 


wordt. Zoolang F (r) tussclien de grenzen 0 en n stadig blijft, en bij deze 
onderstelling zijn wij toeli gedwongen ons te bepalen, wordt de waarde der 
laatste integraal nul volgens formule (X). Wat de eerste integraal in het 
tweede lid der vergelijking (te) betreft, namelijk 


ƒ “Ces ((*■ 4- II k) * 

— ----- — J Cos. x. Y(x)dx — I Cos. {(£ -f- I ] x } . Cot.x. F (z) dj 
- Sin.x j 

o 

-f 


r Co..(0+i j » )^ F ^ 

Cos. x Sin. x 


hierin blijkt vooreerst dal voor x = b* telkens de geintregeerde functie on- 
stadig wordt; bel theorema (IX) zal ons dus moeten loeren, van welken 
invloed dit op de waarde der integraal zij. De voorwaarden-grensvergelijking 
Lim. ft F (h =fc ^) = O, wordt dus hier : 


_ ' Cos.fbxxTizft) Cos.b7i.Cos.ft 

O — l.ira.öCo<.(Arr±:<Ij 4 ï7A^3:i))=i=Liro.<5 ; F(A;t:fc£l)i=Lim.d — — — 

Sin.(on± ft) dtCos.b!r.Sin.ft 

ft 

= de Lim. — r. Lim. F (A rr dfc ft) . (Lim. ft = 0) 

lang. ft 

Nu is (even als vroeger N’. 7) Lim. dus moet Lim. F (&»*&) = O, 

dal is F(&w)=>0 zijn, om aan de vergelijking (IX) te kunnen voldoen; 
maar alsdan wordt ook: 


j Cos.kx. Cot.x. ¥(x)djc =» 0, als F(iur) altijd 0 is. (Lim. k => cc) (XXIX) 

o 

Wanneer daarentegen niet altijd F(&7r) nul wordt, moeten wij ons wenden 
tot N\ 7. Aldaar is dan in het algemeen 

4 * 
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maar dezelfde functie wordt reeds onstadig voor x = n, en verder voor alle 
x «= b want dan is : 

Cos . 1 brt I 


Is dan F ( b ■*) niet altijd nul , zoo wordt 

/ o l,(Lim.k= x) 

Cos.kx.Col.x.¥(x)dx •=* 0 ,a<7r; 

... (XXX) 

= oo , si < a < oo, indien F (6 ?r) niet altijd nul is. / 

Deze uitkomsten (XXIX) en (XXX) in (w) overbrengende, komt er eindelijk 

ƒ “ Cos. Ic X 

•*<** 
o 

= 0 , ) 

I , re a oo , naarmate F ( b n) altijd nul is of niet. 

=» x .) 

Ook bier wordt F (.r) ondersteld stadig te blijven tusschen de grenzen van 
de integratie. 

Hel is opmerkelijk, dat deze integraal, die zooveel overeenkomst beeft met 
die van bet vorige nummer, tot gebeel andere uitkomsten leidt, in zoo verre 
hier de vorm van k niet in aanmerking kwam, hetgeen daar wel het geval 
was: overigens bestaal in dit opzigt een groot verschil tusschen de vier ge- 
lijkvormige integralen van N®. fi, 7, 8 en 9. 

10. Het aangevoerde moge genoegzaam zijn, om te staven wat in den aan- 
vang beweerd is omtrent de oplettendheid, die men moet 'wijden aan den 
toestand van de grootheid k, of deze van den vorm 4 k,Ak + 1, 4 k + ‘2, 4 k + o 
zij; men heeft gezien, hoe zeer in sommige gevallen deze vorm invloed had 
op de waarde, en in andere gevallen de waarde voor alle k dezelfde blijft. 
Men mag hierbij niet over het hoofd zien, dat k altijd als een geheel getal 
werd beschouwd, zoodra daarbij bijzondere vormen werden aangenomen, ter- 
wijl anders k geheel willekeurig is. 

Uit de gegevene theorie van de algemeenc integralen 


x) 

. . (XXXI) 
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Sin.kx.f[x) d » , f Sin.kx.f {,)-f , j° 

J o J 0 o J o 

ƒ » ( a dx f a Cos. k x t a Cos.kx 

Cos.kx.f{x)dx , I Cos.kx.f(x) — , / f{x)dx , I ^/(*)dï, 

o ^0 o o 


waarbij zich nog voordeden de beide bijzondere vormen 


| Sin.kx.Tang.x.f(x)dx en 
”o 

(waar overal Lim. & = <»), kunnen nu voor elk bijzonder geval de verande- 
ring der integralen worden afgeleid. 

Men kondc zich nog de vraag voorstellen, of niet in plaats van de functie 
Sin.kx of Cos.kx eenige andere goniometrische functie Tanrj.kx, Col. kx, 
Sec.kx of Cosec.kx in te voeren ware: men ziet echter gemakkelijk in, dal 
alsdan de uitkomst oneindig zoude worden. Want daar deze laatste functiën 

of voor kx = 0 f voor kx^b* oneindig worden, zoo zal er voor 

elke x hoe klein deze ook worde aangenomen, h zoo groot kunnen genomen 
worden, dat kx eenc van bovengenoemde waarden verkrijgt, en dus de in- 
tegraal oneindig wordt. Dit bezwaar zoude vervallen zoodra de bovenste grens 
van de integratie oneindig klein ware, maar dan worden de integralen tot 
cene bijzondere soort teruggebragt, die door caucüy Integralcs defmies sin- 
gulürcs genoemd zijn, en hier niet verder zullen worden nagegaan. 

Omdat te gelijk met iedere integraal waarin de factor Sin. k x voorkomt, 
cene andere gelijksoortige gevonden is, die slechts daarin verschilt dat de 
factor Cos. k x den vorigen vervangt, zoo is wegens de formule 


/ 


Cos. k x. Col. x.f (x)dx. 


ook 


e^kxi = Cos. kx dzi Sin. kx 


j tdzk*ij(x)dx = j Cos.kx.f(x) dx ± i j Sin. k x.f (x) d. 


Daardoor geven de theorema’s (IX) en (X): 
j «± tx, V[x)da r = 0. (Lira. k— co). 

h I 

Wordt F(«) voor b, a, of h (a>k>b) onstadig, zoo moct>-(^*^) 
nog respective Lim. ó F (b + Ó) = 0, Lim. 8 F ( rt — S) = 0,' 

Lim. 8 F (A ± &) —« 0 wezen voor Lim. 8 = 0; b kan ook nul zijn. 
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Evenzoo (IV) en (VI): 


ƒ 


— x . TT f (0) . (Lim.i = ac ) (XXXIII) 


Verder uit do theorema’s (XI), (XII), (XV), (XVIII) en (XIX) verbonden 


met 


ƒ 


, dx 1 

kxi p -- — __ n i P (0) 

Sin. x 2 1 ' 


0 OO; 


i: |»tF(0),) ( tx a < ac , naarmate F (& -rrl altijd of 
( niet altijd nul is. 


[,(Lim.&= ao ) 
1 . (XXXIV) 


Eindelijk geven (XX), (XXI) en (XXV) verbonden mei (XXVI,) (XXVII) 
en (XXVIII): 

ƒ %***» p (*) dx =0 f» (Lim.É =■ »), 0<a< oe, 

F K±*,l Altijd i. „r „ iel . < xxx '’> 

Hel is opmerkelijk, dal hier alle onderscheid tusschen de verschillende 
vormen van /» ten ecnenmale wegvalt, hetgeen dan eens aan do integralen 
met Cos.kx, dan weder aan die met Sin.kx te wijlen is. 

H. Hoewel in het voorgaande reeds onderscheidene toepassingen voorko- 
men van de hoofdvcrgelijkingcn zelve, zal hel misschien niet ondienstig zijn 
eenc reglstrcekschc toepassing aan tc voeren, die meermalen voorkomt, maar 
dikwerf met uitkomsten, die van de hier gegevene verschillen. Z» daartoe: 

*• <*> - i -,,^+y^ * 1 *• w “ /x ' 

Opdat deze functie stadig blijve tusschen de grenzen der integratie zal men 
moeten nagaan: wanneer de noemer 1— ‘2 p Cos. x + p* nul kan worden; stelt 
men daarin Cos. r =*> I — 2Sin. s ix, zoo komt er (1 — p) a + 4 p Sin.* i v, dus 
de som van twee vierkanten; derhalve moet elk vierkant op zich zelf nul 
worden: met den tweeden term 4 p Sin. 1 i .r is dit steeds het geval, zoodra 
x = ‘lbi *, dus Sin.'i.v “ SinSb* is; met den eersten term daarentegen slechts 
dan, wanneer /» «=■* I is. Om de onsladigheid derhalve Ie voorkomen, heeft 
men slechts het geval van p = + 1 uit te sluiten, dus de voorwaarde te 
stellen — oc < p < -f t, -f 1 < p < x . Hierbij is natuurlijk ondersteld, dat 
f (x) weder stadig blijve tusschen de grenzen van het integreren. 
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Nu heeft men: 


F,(0)»0,F,(H-0,F, /( 

Pi(°) — F i (**») = 




F 1 [(86+1)t}=— + 


(l+P) 

En daaruit volgt, naar de vergelijkingen (IV), (IX), (X) : 
7 «* Sin.kx.Sin.x dx 


ƒ •* 5m. A^.om.a; a* 

1^- 2p Cos. i+~p* ^ * * _ 


f a Sin. kx.Sin.x dx n 1 l ' 

J 1 — IpCos.x p % ^ T ' 2 2(1 — p) 1 

O ) 


[ 


Cos. kx.Sin.x 

r /Max 

1—2 p Cos. x -f- p* 


0, 


, n<^a<^» , (Lid ). k «= *.). . . (1) 

(*) 

(») 




Wordt f (x) voor b, «, of lt (« >/<>(<) 


f a Cos. k x. (os. x I VVor 

J ï — 2 p Cos.x +p* J 7 onstadig, zoo moet nog rcspcctive 

;• Liin.^ /’(6 + ö) ^ U, Lim. 3 /'(o — 3) =0, 


(*) 


( 

f 


S "‘- ƒ ( x ) j , 5 = oi Lim. 3 ƒ (A :fc 3) = 0 zijn, voor Lim. <5 = 0; (5) 

\b kan ook nnl zijn. (Lim. k = ae). 


1 — 2 p Cos. x -f- p 

' a Sin. k x. Cos. x 
1 — HpCos. x-\-p 


J(*)d 


x =^0. j 


(0) 


/ 


De vergelijkingen (5) en (6) zoowel als (4) en (5), door optelling en af- 
trekking te zamen verbonden, geven, wanneer men voor k — 1 of k + 1 
weder eenvoudiger k schrijft: 

f a .... &n ij; y . j d x = 0 Wordt f (x) voor b,a, of h (o > h > b) on- (7) 

ƒ 1 — 2pi’os.x -\-p‘ l} /stadig, zoo moet nog respectivc 

\Lim. if(b + »)-‘0,lAm.af(a— 3) = 0, 

I x - ƒ (*) cf* = o l Lim. <5 f (A ± 3) ■“ 0 zijn, voor Lim. 3 = 0. (8) 

J f , 1 ' , b kan ook nul zijn. (Lim. k = 00 ). 

Vergelijking (XI) voor o<*, (XIV, 1) voor a — n, (XVII, 1) voor « = ‘26*, 
(XVII, 2) voor o = (‘2 6 + 1 ) ^, (XVIII, 4) voor a = ‘26* + c , (XVIII, 5) voor 
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fl = (26+l)jt + c en (XIX, 3) voor a = oo , geven voor de onderstelling 
F| ( 3 ) nul tot waarde, en dit is reeds in (7) gevonden. Bij de onderstelling 
F. (#) daarentegen geven de vergelijkingen (XI), (XIII), (X Vl), (XVIII, 1 — 5) 
(XIX, 1, 2) het volgende, waarbij somtijds nog het even of oneven zijn van 
b te onderscheiden viel: 


ƒ 0 Sin. k x. Col. x n 1 


r Sin. 2 k x. Col. x 


2 pCw.x-J-p 3 


- ƒ (*) da <■ - f* /(0)-f- /wli 

2 1(1— p y' v w r 


(1 +PV 


. ( 9 ) 
(10) 


ƒ »■ Sii 

/ *Sin.(( 2k — l)*}.CoI. * . re f 1 1,1 

ï— 2 p co*:* + p*"' ^ x] * "5 f(i — 1 

= ï {(ï=^ [/(0)+2/(2ir)+„+2/{(2i-R) ff } +«&*)]- 

O 

- ( Y~^[/ ( ’)+/(^ ) + .-.+/{(2i- 1) ^}]} , • (12) 

T -êï^T + -,vrt*>«* “ ï |(T- f T’ K°» + w ”> +-+ * 6 ’>1 - 

O 

“a+rt*t £ ^(")+ 8 ^®*)+-' --♦-*/■{(«*— i) 1 ») +/{(**►+ !>«}]} , . (i3) 

r ^ a ««..)+-+ v««-«w +«“»>]+ 

o 

+ ^^[A' l) + /(3’» ) + ... + /‘{ ( 24- 1) »}]} , • (14) 

/ S4+i))r Sin.2 kx. Cot.x n ( l r n 

i-.,a».+ P «*> " i Uï^rt* t«« +«/(*■)+...+ * A*M] + 

O * 

+ ^P^ T [2A’ ,) + 2 / ‘ ( 3^+--- + 2 /r ((26- 1 )rr} + f {(26+1) I, })| > • (15) 

{gégs&w+w *> + " + *«*‘"1- 

“ÖTrt*^ (7) + /r(3n) + *'' + / { (2i - 1)!,} ]} * ' (16) 
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O 

+/(s»)+... +r «»»+ ij-}]}. . . (ii) 


f’*‘ i-tleLT+ r ‘ m d “ “ ï [«”) + 2 ««») + ••• + * /•(» * ">] + 

O 

+ ( Y~jï [/(*)+ As« ) +-+ /, {(2A- 1 )*}]}, • -(is) 

ƒ (^4-^•l)w+e Sin.Z kx.Cot.x n ( l r , 

— 1-ZpCoix + p * ^ d * “ 2 |(T=^ [ /(0) + */(•*) + •.• + */(**«)] + 

O 

+ ^-h[A«) + A8*) + --- + / r {(2i + !)«}]}. • -(19) 

ƒ* &".{(«* — 1)*}. OX. at »f 1 r „. , 


(1 + 


I/w+/(»«) +•••]}■• 


(20) 


ƒ * /Sin. 2 k x. Cot. x n f 1 r - 

u 

' + (T ^ï(/ r W + A3«) + . ..]};. .(21) 

overal is Lim. k = oc . 

Verder voert bij de vergelijkingen (XX), (XXI) en (XXV, 1,2,4, 6) dé 
onderstelling F, (x) steeds tot eene waarde nul, zoo als reeds in verg. (8) 
gevonden werd. Daarentegen geeft de andere onderstelling F, (&) nieuwe uit- 
komsten. Omdat F, *= ' s > ,noet men somtijds 


is on- 


derscheid maken lusschcn: 


’• ) ~ rr^m - ’• (^hrM^r-y 

en dan verkrijgt men door de vergelijkingen (XX), (XXI) en (XXV): 


Tl ] 


nCo±{W±l)s}.Tan g .x ± ~_^_ f 

I 1-ZpCos.x + p' 2 1 +p l/ 


(22) 


W/S- EN NATCCRK. VERB. OER KON1NKL. ACADEMIE. DEEL VII. 
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f dx ^ Wü) , — < u < — — ; ( 23 ) 

J 1-2 pCos.x+p' ,W i+P 1 W * 2 

Ir^ MfM")! <-> 

I» 

1 

r ' a ^s^^-*5ïï?M +, ^v) + - 

46—1 

ƒ ! '' K*M t) + -+'( ë t”)I- 

- MT) + ^(T) + -+ e /(^”)+'(-^)ll' • <“» 

- Kt) +/ (t)+ • +/ i i V 1 Hl’ ' (48) 

0 

[« Cos. Ik x. Tang. x % ^ , f . m \ 

1 r-87fo^+7 >/( 1 ’ * <, * i 

J o =0 \ / £6+1 \(31) 

j, iii<»<», naOTmate/ 1 ^ — - — wj 

r <*•■(»+»>•).*»».* _ 0 * u ^ f *“ sllijd ,,u ' ”• 

) 1-2 pCos.x + p' n)d °’ \ (32) 

= _x 

= 0. n<js (33) 

alwaar overal Lim. k =* oo. 
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Wanneer men F 2 (.r) in de vergelijkingen (XXVI), (XXVII) en (XXVIII) 
ilivoert, wordt men wederom tot de integraal (7) gevoerd ; maar de onder- 
stelling F, (x) geen integendeel bij dio zelfde vergelijkingen: 

f a Sin. kx. Tong. % . ,, . 

I ■ »<-<!"; < 3t ' 

O 

/ a Sin. f(4Adb 1)#). Tang.x j /2i4-l \ 

1-ïïc^Up' f{s)dx==0 ' T] *u« 

11 ( nul is of niet (35) 

“ oc» ) • 

I i T Sin. f(4« Ar4- 1 dr 1 ) 4 ?} ♦ Tang. x n 1 / 7r\ 

) !_ i r cJ;ïï MU - * I !+?'(? m 

n 

f^Sin. {{4 4*-f- 1 ±l)j). Tang. x n (n\ n 3 rt 

f- mim - ± ï+p r \*) • *<-<* 

o 

3 » 

f2 -Sin.{f4A-+ I ± nrj.rima.x , n- r / n \ ,|3nL 

ƒ , -^1 f <■>*’-* r+^Hïj+'U )l m 

0 

s4-M 

r 2 *- K a.[(44l±l)r).ï’«j , „ r (v\ , J2b + 1 \« 

*0 

± l)jr}. Tangx r, r /n\ /3 tt\ - 

jf —\ -ï P co,.*l P - * Ï 17.F(ï) +^t)+ •••] <"> 

Hier is ook overal Lim. h — x . 

Kindelijk gobruikc men de formule (XXXI). Bij de onderstelling F, (x) 
komt men wederom terug lot de integraal (8); bij de andere F, (*) daaren- 
tegen hier lol de uitkomsten 

ƒ * Cos. k r. Col. x 

ï=r P 6o,*- fp • * < *. 4 - *> w 

° _ % 

® > | , rr <a<x, naarmate f(b n) Uccds nul is of niet. 

= *.i » * = * ) (43) 

5* 
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Nog kunnen de hulpformnlen (XXII) tot (XXIV) en (XXIX), (XXX) hier 
worden toegepast. Het eerste stel leidt voor F 2 (<r) tot de integraal (5); hel 
tweede voor de onderstelling F, (<r) tot de integraal (4); wanneer men. daar- 
entegen in de eerste formulen F, (*) en in de laatste F, (*) invoert, zoo is 


! 


° Sin. k x. Sin. x. Tang. 
1 — 2 p Cos.x -f-p 1 


f(x) dx — 0 

= 0,| 

♦ «= oe. 


, a < j n , (Lim.A: = x ) 

, J n <( a <, oo, naarmate f 
altijd nul is. (Litn.i = x) 


' 2b + I 
& 



• (44) 

of niet 
. (45) 



Co», k x. Co», x. Col. x 
1 — 2pCo». x + p 1 X 


O 


a < n, (Lim.A = x ), 


(46) 


Daar 


Sin. x. Tang. x 


en Cos.x. Cot.x 


=°,1 


naarmato f{bn) altijd of 

' niet altijd 

— 1 

nul is. (Lim. 

k = oc). . 


, . . . (47) 

Sin. 1 x 

1 

H-» 

1 

f 

i M 

1 



Cot.x 

Cos.x 

Co», x 



Co». 1 x 

1 — Sin. 1 x 

1 



Sin.x 

Sin. x 

Sin. x 

™ ot* ■< ^ 



is, zoo volgt uit de verbinding van de integralen (6) met (44) en (45), en 
van (o) met (46) en (47) : 



Sin.kx. Sec.x 
— 2 p Cos.x -f- p 1 


f{x)dx = O , a< j w, (Lim.A =■= x ) 

1 / 25+1 ' 

= 0,(, naarmate ■ — — n 

= oo. j altijd nul is. (Lim.A = x) 


(48) 

altijd of niet 
(49) 


° Cos. k x. Cosec. x 
1 — 2pCo».j:-J-p J 


f(x)dx 


O , a<(fr, (Lim.A ■= cc) (50) 


O, 

x. 


, a<^ x , naarmate f(bn) altijd of niet altijd 

nul is. (Lim. k = x ) (51) 


Bij al deze formulen is even als vroeger steeds f (*) stadig ondersteld 
tusschen de grenzen der integratio» uitgezonderd bij die, waar het tegendeel 
uitdrukkelijk wordt opgegeven; ook is p gebonden door de ongelijkheden 
- oo < p < + I, + 1 < p < oo, dat is p ongelijk aan + 1. 
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Men heeft hier tevens ecnc wederzijdschc bevestiging van sommige der 
gevondene theorema ta, in de omstandigheid dat de formulcn (IX), (X), (XI), 
(XIV), (XVII), (XVIII), (XIX), (XXVI), (XXVII), (XXVIII), hoezeer zij ook 
mogen verschillen, bij geschikte onderstellingen allen lot dezelfde integraal 
(7) voeren; evcnzoo de formules (IX), (X), (XX), (XXI), (XXV), (XXXI) 
tot de integraal (8), de formulen (X), (XXII) lot (XXIV) tot de integraal (5) 
en de formulen (IX), (XXIX), (XXX) tot de integraal (4). 

Van de hier be|>aaldc integralen komen, als /’(*) = I wordt genomen, N 6 . 8 
en 55 voor op Table 84 N*. II en 1 ‘2 mijner Tables d'Intógrales Définies *. 


• Wilde men bij», de integraal I = f- ' — x - — - nagaan, (zte Tablet d InUgrales Déf. 

J 1 — ZpCus.x+p 1 

T. 85. N’. 4 , 5, zoo kan men daartoe de bekende ontwikkeling van Sec. x in eenen reeks ge- 
bruiken : 

t — l 


Sec.xr=- 2 2- (-1)° Cbs. | (2n— l)x| l)* . 


I 


Cot.x 


Dan wordt 


I 2^ v ' ( 1)* f* C 0> ' ( ^ * — I )xdx . j.t f Cot .it x tlx 

i J I — 2/j Cos.x -f />* J 1 — lp Cot. x Cot.x 

o o 

Ten einde dit uit te werken late men k oneindig worden. Alsdan is naar Tables d’InU Déf. T. 
84. 3 de eerste term van het eerste lid 


t— 1 


n w 2n — I — 2ir* v *. n in— I ^ — 8z — p . 2/1* 


-2 ^ (-1)' 


r=jrtp -r 


i — p * i i + p* i — p * * 


Voor den tweeden term wende men zich tot de hiervoor gevonden formulen en wel tot 80 — 83. 
Stellende aldaar ƒ(*)= Cottc.x = cöt~^Tmg~x wor ^ 1 ’ daar aaan hier grootcr dan } w is, voor 
alle evenc t 

ƒ* Cos.Skx dx , ,,t , ,/2A -(- 1 \ „ ./24 + 1 , , 

j l-2^Coz. a+P »Cos.x ° ( - 1) », daar ƒ ( x) - Coeee. (^-f- wj = ± I. 

O 

niet nul is. Dientengevolge is de waarde van onze integraal oneindig groot, en niet zoo al* 

schlömiuih vindt. 

Evenzeer geven on9 de gevondene theoremaU o. a. dat b. v. de bekende integralen, Tables etc., 
T. 205. N’. 13, 16, T. 17. N». 10, 1: 

ƒ * Tang.pxdx C m Cot.pxdx f x Scc.pxdx f® xCostc.pxdx 

7’ + *’ J 7*+** J + ’ J 7* -f- x l 

o o o.o , 

alle oneindig moeten zijn. 
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Kn hiermede mogen wij dc theorie van de bepaalde integralen 

j Sin.kx.f(x) <lx en j ('os. k.v.f(r) d x , (T,im.£ = oo ) , 

*U « 

als afgehandeld beschouwen, daar men in ieder bijzonder geval zich lot de 
gevondene thcoremala kan wenden, en daaruit de overeenkomstige uitkomst 
aileiden. Voor het beweren, dat men dikwerf op den bijzonderen vorm van h 
te letten heeft, hebben de bewijzen niet ontbroken: déér, waar zulks te pas 
kwam, is gewezen op het verschil, dal er in dit opzigt dikwijls bestaat tus- 
schen integralen, die oogcnschijnlijk lol uitkomsten van denzelfdcn aard moes- 
ten aanleiding geven, maar waarbij dan eens h geheel algemeen bleef, dan 
weder in twee of vier afzonderlijke vormen werd gesplitst; ja, men heeft ge- 
zien, dal ook bij dc grenzen der integratie dikwerf bijzondere vormen moes- 
ten onderscheiden worden. Wij moeten nu nagaan, welken invloed de bij- 
zondere vormen van het oneindige uitoefenen, wanneer zij als grenzen der 
integratie zich voordoen. 

II. Ovf.K DF. InTEGR.IAL j <? («Sin. a s. Cos. |Ï.t) djr. 

O 

12. Over deze soort van bepaalde inlegra'en zijn zeer verschillende mee- 
ningen geopperd, en deze hebben lol zeer verschillende uitkomsten geleid; 
vele dier mceningen berusten echter op verkeerde gronden en valsche voor- 
stellingen van het wezen eener bepaalde integraal. Zto werd bijv. in eene 


bepaalde integraal 

ƒ f(ax)Y(b,x)Jx = { x ) 

'o 

waar de functie van dien aard was, dut f( 0) = 1 werd, « = 0 gesteld, en 
daaruit afgeleid 

I Y(b,x)dx = v (o , 6; ; (>/) 

o 


terwijl men daarbij vergat, dal de vergelijking (') bepaaldelijk was ontwik- 
keld onder de voorwaarde, dat a grooler dan 0 moest blijven. De afleiding 
van de integraal (ij) uil (.c) op die wijze was dus ongeoorloofd, al konde het 
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soms gebeuren, dal zij lot ecnc ware uitkomst voerde ten gevolge van bij- 
zondere eigenschappen der integraal (x); maar bel waren juist deze, somtijds 
niet anders verkregene overeenstemmende, uildrukkingen, die lot bet aan- 
wenden der bovengemelde, niet steek houdende, methode verleid hebben. 

Later heeft raabk gedeeltelijk in navolging van poisso.x * in het Journal 
ftir reine uiul angewandle Malhemalik von Crelle, Bd. 15. S. 355, fiber die 
Sunimalion periodischer Ileihen •{* zich meer bepaaldelijk met deze soort van 
integralen bezig gehouden, maar is daarbij van niet geldige gronden uitge- 
gaan. 1 1 ij beschouwde eene reeks 

ij = a , 4* a, x -f- ... — 1 

4- a, iP -f- a, xP+* -J- a, xe + 2 + • •• + a /> ï2/,_l 

4* <*, 4- * ï e+ l 4- , 

die uit perioden bestaat, elke van p termen, waarbij zich dezelfde coêllicien- 
len « 2 . . . n, telkens in dezelfde orde herhalen, zoodat 
i f«{ 14 -*P 4 -**P 4 -...)(a I 4 - a, 4 - (i, 4 - ... 4 - a p 

is. Wordt r=i, zoo stelt hij 

l+wr + x^P+...=,^~i W 

zoodat 

<*. + 4- -- + «p-e p “ l 

y== 

wordt : bij de onderstelling 

a, 4- a i 4- a j 4* ■ •• + “/> =* 

waardoor de teller der vorige breuk door 1 — x deelbaar wordt, verkrijgt hij 
voor x = 1 ; 

( p — t) g i 4~ (p — 2 ) a i 4~ [p — 3) a, 4~ • • • 4" s 4* 2 a / i — 2 4 ~ a p—i 

y P 

Deze uitkomst echter geldt niet, daar ( 2 ) slechts voor x kleiner dan de 
eenheid geldig is en niet meer voor x gelijk één, en het daarop gebouwde 
resultaat: 


• Zie diens beschouwingen over de Sommation tics Series Je QuanlUét pdriojiquei, voorkomende 
in het Journal Je PEcole Polylechnique , Cahier 19, p. 404. N". 45 — 56. 

t Zie nog zyne verhandeling über die Summalion der ohne Ende forlIaufenJcn harmonisch- 
l>eriodischen Rcihen, in het Journal von Crelle, Rd. 23. 8 . 105 en Bd. 25. S. 160. 
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k r*» 

(f (Sin. u x, Cos. p x) d x = — - — I <}(Sin.akx,Cot.(lkx)xdx , 

? n J 

o 

/ iT 

q (Sin.«kx,Cos.() kx) d x = 0 is, 
o 

vervalt daarmede reeds, behalve wegens hetgeen nog op de verdere redene- 
ring aan te merken is. In don grond der zaak verschilt dan ook eigenlijk 
deze methode weinig van de straks afgekeurde. 

Op de volgende wijze ontgaat men daarentegen het gebruik van divergente 
reeksen, en derhalve het onware, althans onzekere, van do daarop gebouwde 
redeneringen; men komt echter daarbij niet tot zulke algemeene uitkomsten, 
wat de grens oneindig betreft; of liever, men ziet, welke bctcckcnis men in 
hel vorige aan die grens te hechten had. 

13. Het is bekend, dat de definitie van eene bepaalde integraal door de 
formule 

f f[*)d* = Lim- 4 {ƒ («) +ƒ(*+*)+ƒ (< + 2 *)+•■•+ƒ (?— 3)} ,(? <= »3),(Lim. 3 = 0). (A) 

wordt uitgedrukt. Neemt men hierin 3 voor de onderste grens t, zoo is 

j n f{x)dx = Lim.3 {/(3) +/(23) + ƒ (3 3) . . . -+-ƒ£(« — 1)3]} (A , ) 

0 

X 

Wanneer men nu hierin fx — rfq, (Sm. « x, Cos. (I x) aanneemt, — het zal 

later blijken, waarom hier de exponentiele factor bij de goniomelrische functie 
is gevoegd, — zoo wordt dit: 

I r rj <f (Sin. a r. Cos. ($x)dx = Lim. 3 [r q (Sin. a 3, Cos. (i 3) -|- r* q (Sin. 2 a 3, Cos. 2 () 3) -f- 
i 

-f- r’ <f(Sin . o « 3, Cos. 3(1 3) -J- ... -f- r"— ' <f> ( Sin {(n — 1) «3} , Cos {(n — 1) jï 3)J. 

Nu kan men de bovenste grens q = ns nader gaan bepalen; daartoe 
zij ?»=2flfr6+l, dus q = t 2 a^b^ + 3; daar «3 oen eindig getal was 
ondersteld, moest « oneindig zijn, en men kan aannemen, dat dit bij de 
nadere bepaling van n door den factor b ontslaat, die dan oneindig is, ter- 
wijl de factor 2 a* eindig blijft. Neemt men dus b 3 wederom = c, dan kan 
deze eene eindige grootheid wezen (even als vroeger q), hoezeer het oneindig 
zijn van c in het algemeen niet uitgesloten wordt. Men heeft derhalve 
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q = 2 anc -j- 3 , 


2abn -f- 1, b 3 = c; 


en de integraal wordt dus: 


/ 


rJ g ( Sin.a x , Cos.fix) dx => Lim.3r £g ( Sin.a d, Cos , (ï 3) -f- rq/(Sin.Z ad, Cos. 2jï3) -f- 
-f- r 1 <f [Sin. 8 «3, ('os. 3 jï 3) -f- r 2oftT— 1 g(Sin. 2abnad,Cos. 2ab tt jS 3)^ . 

Uicrin is a nog geheel willekeurig: men neme deze grootheid zoodanig aan 
dat a a en a .3 heide geheele getallen worden ; en dit is altijd mogelijk, zoo 

lang a en (? slechts rationele grootheden zijn, want dan behoeft men voor « 

b. v. slechts het kleinste gemccnc veelvoud van de noemers te nemen, die in 
de waarden van « en |* voorkomen; het is echter duidelijk, dat a even goed 
elk veelvoud van dit gcinecne veelvoud kan zijn. Bij deze onderstelling wordl, 
wanneer c eenig gedeelte van b voorstelt, zoodanig dat c3 1, 2, o lot c 
wordt: 

Sin. {(2 jt e a -f-/) et 3} = Sin. (2 n. a u. e 3 -\-fa 3) =« Sin.f a 3 , 

Cos. {(2nea-f/)|ï3} = Cos. (2 n. a jï. e 3 -\-/ { 3 3) = Cos. f (ld ; 

en derhalve ook: 

<f [Sm. {(2 jt e a -|- ƒ) et 3} , Cos. {(2 ji e a -\-f) (ï 3} ] .■= g (Sin./ a 3, Cos./ (i 3) . 
Hierdoor verkrijgt de integraal den volgenden vorm: 


f 


r* <f (Sin. a x. Cos. (ix) dx — Lim. 3 r. 


jip (Sin.a S,Cos.(i d)-\-rtf. (Sin. 2 a d,Cos. 2 jï 3)-J-...-j-r* a * _1 g (Sin. 2 an ad, Cos. Zanfid) 
-{-r- a ~<j (Sin. ud, Cos. (}&)-]- rtax+l ip(Sin.2«d, Cos.2(id) -{-... -)-r* a,, '— l <p(Sin.2a7iab,Cos.2a7T t 3b) 

(Sin. ad, Cos j?3)-f-r 4a,r + , g (Sin.2ud,Cos. 2jï3) -f-... ^-r 6oT— 1 q(Sin. 2arr«3, Cos. Zart jï d) 

+ 

-J-rt 0- l ) ia *q:{Siti.ad,Cos.(id)+r( e — l ) ia ’ r + I q{Sin.2ad,Cos.2fid)-f-..-f-r lea3 ’'— l if(Sin.2aiTad,Cos.2anfid)J 
= Lim. 3r (l -f- T<ia * -f- T* a * -f- ... + r( c— 1 ) 2aT ). 

[g (Sin. a 3, Cos. jï 3) rq (Sin.2 a 3, Cos. 2 jï 3) -f- . . . -{-r 2a5r — • g(«Sm.2 a n u 3, Cos. 2 a n fl d) ] . (B) 

2 f&cair 

~ Um - Sr TI^ x 

[g (Sin.a 3, Cos. |ï3)-{-rqp(Sm. 2a3, Cos.2 jï 3)-j-.. , -j-r 20 * -1 g(&'n.2a^a3, Cos.2 a7r|ï 3) ] . (C) 

Om hier van de vergelijking (B) tot de volgende (C) te kunnen beslui- 
ten, heeft men evenwel nog enkele voorwaarden noodig, die men niet over 

6 
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hot hoofd mag zien, zoo als onder anderen door raabe in het straks aan- 
gehaalde stuk is gedaan. Hier toch wordt eene reeks in eenc gcslotene uit- 
drukking getransformeerd, en liet komt er dus op aan, om te welen of de 
reeks oneindig, en in dot geval, of zij convergent zij: immers, als de reeks 
oneindig en divergent tevens is, zoo wordt gezegde transformatie volstrekt 
onwettig; is de reeks daarentegen eindig, zoo mag men altijd daartoe over- 
gaan. In het onderhavige geval heeft men dus daarop te letten, of r kleiner 
dan de eenheid zij; want alsdan is de reeks altijd convergent, en de ge- 
volgtrekking is dus geoorloofd. Maar is r gelijk of grooter dan één, zoo 
geldt dit besluit niet langer, tenzij de reeks eindig zij, dat is c eene eindige 
waarde hebbe; want was daarbij c oneindig, en dus de reeks eene oneindige, 
zoo was zij divergent, althans niet meer convergerende. Het geval van r = I 
en c eindig willen wij dus het eerst beschouwen. 

£ 

Ten eerste is alsdan onder het inlegraalteckcn de factor r 3 na te gaan : 

X 

deze wordt dus I. Vervolgens heeft men in het tweede lid den factor 

] yScaT 0 

, — „ - - en deze wordt - voor r = I ; men moet dus teller en noemer ten 

1 _ r ‘Uis o ' 

opzigte van r differentiëren, en daarna wederom r «= \ stellen: deze bewer- 
king geeft hier: 


1 — yScoT — 2 canrr 2 * 0 ” - * 

l_ r 2a*’ “ 2a7t»‘ 2 “ T— 1 


cr (e— I)2 «t ,= c. 


Men heeft derhalve, — daar de grenzen voor de limiet nul van <5 worden: 
O en ‘2« * c, en r gelijk één is ondersteld — : 

/ 2 utc 

if (Sin. a jr, Cos.ft x) d.t — Tam. 3. c [ij (Sin. a 8, Cos. fi <5) -{* l l* (Sin. 2 a3, Cos. 2 fi 3) -J- . . . 

0 -f- <f (Sin.Zan a d,Co$. 2a7r,'ï3)j 

= c Lim.A f ij (Sin. « 8, Cos. fi i5) -|-<j (Sin. 2 ai. Cos. 2 fi 3) -J- ... -f- <j (Sin. 2 a ix u 3, Cos. ZanfiS)] ; 

of wanneer men het tweede lid dezer vergelijking volgens de grondformule 
(Ai) lol eene bepaalde integraal herleidt, waarbij dan even goed de grenzen 
0 en ‘2 a ts kunnen worden gesteld in plaats van «1 en + ^ — en dit is 

werkelijk geoorloofd, wanneer ten minste <f (Sin. «x, Cos.fi x) voor de grens 
nul niet oneindig wordt, welko voorwaarde reeds in de integraal van het 
eerste lid ligt opgesloten — ook de vergelijking : 
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liane tia~ 

(f(Sin.ux,Co$.px)dx = c I tp (Sin.ux,Cos.px)d x, (c eindig) (XXXVI) 

"o o 

.Men kan ook in dezelfde vergelijking (C), altijd bij de onderstelling dal 
c eindig blijft, 1 — f3 als waarde voor r aannemen; alsdan verkrijgt de faclor 

X 

r ó onder het inlegraallccken cenc andere waarde voor Lim. 3 — ü namelijk 

* * r 'lA r J 1 f* 

Lim.y J =Lim.(l — ƒ«}* = Lim. 1(1—/^] “lliin-O — ƒ$/* J — («-»)/* = *-/>, 

zoo als uit de theorie der limieten genoegzaam bekend is. 

Tevens wordt alsdan: 

1 Y^cax 


1 — r2o* 


, f, lïH nj.™ 2 c«t t — i 1 

1 — (1— / 3 )*'°* _ j 1 1 ^ * 1 2 ^ 'J 

1— (1 fS)- aX 1—^1 2art yj^ 2a7r 2a;r ' 


/«* 


2ca» 2ca»2ca» — 1 


1 


ƒ $ -f- ... 


2a» 2a»2ca» — 1 

1 1 * 2 ' 


2 ca» 
2 a» 


zoodat hier dezelfde uitkomst verschijnt, als straks door het differentiëren 
van teller en noemer. Hierdoor wordt de vergelijking (C) : 

f aire 

e~ f*<f(Sin.ttx,Cos.(lx}dx—liim.9c[(i — f3) f(Sin.aS,Cos.($8)+(l— fd)*<j(Sin.2u3,Cos.2(l3)j — 

-f- (1 — ƒ 8)- a * f [Sin. 2 anuS, Cos. 2 < 1 » |ï A) | 
of, als men de derde of hoogere maglcn van S verwaarloost: 

ƒ ianc 

e—J z 'f (Sin. a x, Cos. flx)dx = c {Ijim. 8 (Sin. a 8, Cos. (J 3) 2 ad, Cos. 2 (ï <I) -j-. . . 

-f- (f (Sin. 2 a n «3, Cos. 2 a » (J 5)] 
— ƒ Lim.3jA.j Cos. ^3) -J- 2&p(Sin.2aJ, Co*.2/ï3)-|-...-|- 2a»3ij)(Sin.2a»a5, Co».2a»jïA)] } . 

Voert men hier wederom naar de grondvergclijking (A,) bepaalde inlc- 
gralcn in, zoo blijkt, dat de beide termen van het laatste lid dezer verge- 
lijking, die elk door de limiet van eene reeks worden gevormd, kunnen worden 
voorgcstcld door de bepaalde integralen 

riax fiax 

I <f (Sin. a x, Cos. (ix)dx en I <f (Sin. a x, Cos. (i x)xdx\ 

'o *0 

G* 


Dlgilized by Google 
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zoodat de vorige vergelijking wordt: 

/ axc flair t 

e—f T ‘j (Sin.a.rSo,i.pz)de=c f <i (Sin.ax,Cos.(!x)dx — cf I 


3o« 

<f{Siii.ax,Cos.(}.r)xdx 1 


f2air 


r ■ 

— c I q (Sin. a x, Cos. (ix)(l — f x) dx,(c niet oe). 

"o 


. (XXXVII) 


Hij de theoremata XXXVI en XXXVII moeten aa en a(} steeds gelieelc ge- 
tallen zijn. 

14. Wanneer c ook oneindig zijn kan, mag men de vergelijking (C) niet 
meer gebruiken, maar moet men zich dadelijk tot de vergelijking (IJ) wen- 
den. liet tweede lid daarvan bevat onder anderen twee factoren, die beide 
reeksen zijn: de eerste daarvan 

ij = 1 -f- r ïa * + r*o* -f- ... -j- rt®- 1 )*»» (ai) 

wordt met c oneindig, en derhalve ook divergent, zoodra r gelijk of grooter 
dan dén is. Opdat dus de waarde der integraal niet oneindig worde, dat is, 
opdat de integraal zelve beslaan kunne, is hel vooreerst noodzakelijk, dat 
de tweede reeks 

z — 8 [ip (Sin. u 8, Cos. jï 3) -{- r q (Sin. 2 a 3, Cos. 2 (1 3) r 1 q (Sin. 3 a 8, Cos. 3 1 ? 3) + . . . 

fiaT—i (j, (Sin. 2 a re u 8, Cos. 2 a n (l a)]....(« c ) 

nul worde. Aan deze voorwaarde wordt voldaan door de volgende onder- 
stelling: 

Lim.3 [ip(Si'n. u3,Cos.p 3)-J-ij(Sin.2cc 8, Cos. 2 (i 8)-^-...-\-q(Sin. 2ana8, Coj.San/W)] => 0;. (D) 

dal is, wanneer men deze reeks volgens de grondformule (A,) in eene be- 
paalde integraal overbrengt: 

ƒ 2a r 

q (Sin. a x. Cos. x) d x — 0 (E) 

o 


Dal deze onderstelling wezenlijk de gewcnschtc uitwerking heeft, althans voor 
hel geval dat r juist één is, of de eenheid tot limiet heeft, hetgeen hier 
slechts te pas komt, blijkt op de volgende wijze. Wanneer men toch de 
formule (D) van (ac) aftrekt, zoo komt er: 
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z = — 9 £(1 — r) 9. (Sin. 2 a9, Cos. 2 ,? 3) -j- ( I — r 1 ) ij, (Sin. 8 a 9, Cos. 3 | SS) 

-}- (I — j- Ï3 »— *)<j.(Sin. 2a;r«3,Coj. 2a:T(J3)] 

= — (1 — r) 3 U (Sin. 2 a 9, Cos. 2 9) -j- — • f (Sin. 8 a 9, Cos. 3 9) -f- . . . 

I 1 T 

1 — r 1as—\ 

_|_ y 2a n a 9, Cos. 2 a n |ï 3) I . 


Ten einde dc waarde van z onder meer symmetrischen vorm te brengen, 
tello men daarbij den getallenvorin (D), waarvan de waarde nul is'; dan wordt 

Z= — ( 1 — r)A^ij (Sin.a3,Cos.(i 3)-f- 2 f(Sin. 2a9, Cos.2p9)-{- ^ 1 -{- — j<j>(Siii. 3 a 9, Cos. 3 1?3) -f- 

/ 1 — fSen — 1 \ 

II + — J j (Stn. 2 a rr a 3, Cos.2an(l9)y (ad) 

Substitueert men deze waarde in de vergelijking (B) en bedenkt men, 
dat liet produkl van den factor (1 — r) uit de waarde van z met dc reeks 
ij vermenigvuldigd, nu ook voor r = 1 convergent moet zijn, en dat men dus 
nu ook bier stellen mag, dat 

(1 — r* 3 ») (1 -j- r2a» -f- + . . . + =. 1 — 

is, zoo heeft, men eindelijk voor de formule (B): 


F 


nac+9 x \ r 

r*<p(Sin. a x, Cos. px)dx — — Lim. 9 r — (1 — r 2 * 3 *) 


Jip (Sin. a 3, Cos . |ï 3) -|- 2 <j (Sin.2 a 9, Cos. 2 (1 9 ) + ^ 1 + ^ jqp(Sw.3«3, Cos. 3 (t 5) -j- . . . 

/ 1 — • r 23 * — 1\ _ 

+ ( 1 H J <j (Sin. 2 anup, Cos. 2anfi 3)1 .......... (ae) 

en deze vergelijking geldt nu in het algemeen, hetzij c oneindig zij of niet, 
hetzij r één zij of niet, wanneer slechts dc onderstelling (D) of (E) als waar- 
heid kan worden aangenomen. 

Wordt hierin vooreerst r = l, zoo is ^ = dus teller en noemer 

1 — r 2trtt 0 


ten opzigte van r differentiërende 


—1 


o o, : = - — ;1 — r Sae * wordt 1 — 1=0, 
— 2071^”* 2an* 7 

X 

zoo lang c eindig is althans; eindelijk is, even als vroeger Lim. r<r = l. De 


OVER EKNIGE GEVALLEN BIJ DE THEORIE VAN ONSTADIGE FÜNCTIËN. 


W 


vergelijking wordt dus, wanneer men bij de grenzen ook Lim. 3=0 neemt: 

.Ixm 1 r 

if (Sin. a x , Cos. (1 x) dx — — 1 . . 0 . Li m . 3 I •/' (Sin. et 3, Cos. (ld) -f- ... 

J 2air l 

o 

I l_ r ïax-l\ . 

-f- ( 1 + ~ ~ ~ — J f (.Sin. 2 art et 8, Cos. 2 a it ji dl 

= 0 (e eindig) (XXXVIII) 

en dit komt, bij de onderstelling (E), die hier is aangenomen, geheel met 
het theorema (XXXVI) overeen. 

W ordt daarentegen r •= I — zoo is, zoo lang c eindig blijft, 

Liro.r* «Lim. (l— ^ = Lim. [|l— [Lira. ^1 — = (e— «) c = »“L X , . (af, 

volgens eene Lekende stelling uit de theorie der limieten. Vervolgens 

8 
e 

— lam ... . — - ■ 

d\2a* 


' 1— r 1_ ( 1_ c) 

iin. r — = Lim. — — ‘ — _ •— Lim. , = 1 s s : 

/ i. 2 and ZaïtZax — ld 1 ) 

‘-('-j ‘-{l-— +— ■— e T—} 


1 _ r 


= Lim. 


2 c + - 


en 


1 _ r * aT 

Lira. r = Lim. 


2air ZanZart — 13 
7~ _ I 

[ — r 26airJ 0 


2 a Ti 


, . . . (ag) 


d = ~, (Lim 3=0), 


(wanneer men de waarde c — b8 substitueert) en dit wel voor elke eindige 
waarde van r. Men moet dus hier ten opzigtc van 3 den teller en den noe- 
mer differentiëren, en verkrijgt dan: 

1 — flbaxi — r Siortio ban Ir , 

Lim. ^ — ~ — Lim. = Lim.( — Zanblr. r 240 *®) = Lim.{ — Zanblr. r^ caT: ), 

wanneer men in den laatslen factor c = />3 substitueert. Nu is: 

l[ 


T.im.ii Ir = Lim 


ta.jl (!_;) = 


Lim. c 


H) 


o 

3 — Ö ; 

dus wederom teller en noemer ten aanzien van 3 differentiërende : 
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Lim. llr cm Lim.c 


V 


cn 


_r 

c 

— 1 

9 

1 

c i 

— Lim. 

r‘ 

1 





= 1; 


waaruit eindelijk volgt 


X 

Lim. =* — 2 a Ti. ( — 1). (1) = + 2a^r 

o 


(«*) 


Wanneer men nu deze uitkomsten (af), (ag) en (ah) in de vergelijking 
(ae) overbrengt, en daarbij bedenkt, dat voor r—i — - naar de formule (ag) 

l — r* - i 


1 + 


1 — r 




is, zoo beeft men ten laatste: 


ƒ 2*0 c _I C } 

e c y(Sin.«t.r,Cos.(lx)d£= — Lim.A.y— .(2arr)d p<p(5in.a3,C , oj.j95)+2if (Sin.2«d,Co#.2 1 J3)4- 

o 

+ «t <P (Sin. 3 « 9, Cos. 3i9 5)-f-‘*- + 2ajr <p(Sin. 2 a it a 9, Cos. 2«st(1 3)] 
cm — Lim. 9 [* y (Sin. a 9, Cos. p 9 ) -f 2 9 ip (Sin. 2a9, Cos. 2p9)-f-89tj(Sin.3 « 9, Cos. 3/J3) -f- ... 
-{■ 2 a Ti 9 y (Sin. 2 a nu 9, Cos. 2 a TT t ?d)] ; 

of, wanneer men de laatste reeks naar de algemeene grondformule tot eene 
bepaalde integraal herleidt: 


/ 2 » ac _l 

e c cf.(Sin.ax,Cos.p x)dx 
o 


f2ai 


<p(Sin. ecx,Cos.px) xdx. (c eindig) . (XXXIX) 


En dit komt wederom overeen met de fonnule (XXXVII), als men daar f—~ 

neemt, waardoor c f = i wordt, en men tevens bedenkt dat bier, volgens de 
voorwaardevergelijking (E) de eerste integraal in het tweede lid dier ver- 
gelijking (XXXVII) verdwijnt. 

Wanneer, eindelijk c oneindig wordt, zoo verandert de vorige redenering 

X 

niet, dan ten opzigte van den factor r* onder het integraalteeken. Reeds da- 
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(lelijk koude men wel is waar in dat geval voor c * aaimemcn c~ e dat is 1, 
maar tot dezelfde uitkomst kan men ook op ccnc meer zekere wijze aldus 
geraken. In aanmerking nemende, dat men, zoo c oneindig is, ook daarvoor 

stellen kan, heeft men r= i — - 1 — J*, en vervolgens: 

0 c 

1 T XX 1 I 

Lim.r^ = Iiim. (1 — = Lim. (1 + i)^(l — = [Lim. (1 + [Litn.(l — 

— [e‘ ]■* [<•-•]* = «*.<?-* = 1 . 

In plaats van de vergelijking XXXIX komt hier dus, als men k voor c 
schrijft : 

fZxai ftaw 

1 «f- (Sin. a r. Cos. fi x', d r = — I q (Sin. ax, Cos. fix)x d x, (k = so ) (XL) 

o o 

Ui j de theorcmala (XXXVII l), (XXXIX) en (XL) moet men niet vergeten, 
dal steeds de formules (D) of (E) als voorwaarde zijn aangenomen, en tevens 
even als vroeger o« en afi gehcele getallen moeten zijn. 

15. Tot nog toe behandelden wij slechts de integralen die 0 en 2 n « c, 
eenig veelvoud van 2 tt, tot grenzen hadden; thans kunnen wij evenwel de 
beschouwing verder uitstrekken, en aan dezelfde integralen de grenzen 0 en 
‘2rroc + 6 toekennen, waar dan b natuurlijk kleiner dan 2* moet zijn. In 
de theoremata XXX VI tot XL komen twee vormen van integralen voor, die 
dan hier worden: 


"2*<ie+4 fixae l 

V (Sin. ar, Cos.fi r)dx — I <p(Sin.ar,Cos.fix)dr j q (Sin.a x, Cos.fi r)dx, 


t 

/2Tor+// f!xae tirac+lr 

f—f x q{Sin.ar,Cos.fir}dr= I e—f z q(Sin.ar,Cos.fir)dr-\- I e—/ z q(Sin.ur,Cos.fix)d. 


’2JT<TC 


wanneer men den grensafstand 0 tot 2 * a c + b in twee andere verdeelt, 
eenen van 0 tot 2* a'c en den anderen van 2* ac tot 2 nac-)- b. De beide 
eerste integralen in liet tweede lid dezer vergelijkingen zijn nu dezelfde als 
in de genoemde theoremata worden bepaald; de beide laalsten laten zich ge- 
makkelijk vereenvoudigen, en wel door 2 *ac-\-y voor x te nemen. Daar- 
door wordt dx — dy, terwijl men 0 en b als grenzen voor y verkrijgt: ver- 
der is: 
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<7 [Sin. a x, Cos. ftx) — q [Sin. {« (2 rr a c -f !/)} > Cos. {(J(2nac-(- y)} ) 

•= <j. [Sin. (27rea«-f-«y}, Cos. {2 tic aft ft y) ) 

</ (Sin. uy, Cos. ft y) , 

daar volgons de onderstelling a«, en a ft beide gelieele getallen moeten blij- 
ven. Verder is 


e —/t a~ tf -/;2*.«:+y) -3 e-2-xacf-fiJ = e — inaef e — fy . 

en dus worden de boven behandelde integralen : 


/ 


2?TrtC't'& 


<j (Sin. u x, Cos. 1 1 x)d x ; 


■r 


\ 


q (Sin.a x, Cos. ft x) dx I <j (Sin.ctx, Cos.ft x)dx , ; 

° U«0 


-J*<f[Sin.ttx, 


/ inac eb ( 

c~f*i\ (Sin.ax,Cos 1 3x)dx+e-‘ 1taf f I c~f z \ (Sinux,Cot.ftx)dx. 1 
o u > 


/■ 2 *<ic+A 

r- 

o o 

In deze transformatie-foriuulcn (ai) voor de eerste integralen van bet 
tweede lid de verschillende uitkomsten substituerende, die in de theoremata 
(XXXVI) tot (XL) verkregen zijn, komt er achtervolgcns : 

/ 2a*e+4 flutt rb 

q(Sin.ax,Cos.ft.i)dx=c I q(Sin.ax,Cos.ftx)dx- f- I q(Sin.ax,Cos.ftx)dx(c ciudig).(XLI) 


o 


ƒ 2 o*c 4 - 6 fian elan 

I e~f x <j (Sin. a x, Cos. ftx)dx —cl q (Sin. a x, Cos. ft x) d x — c/l q (Sin.az, Cos. ft x)x dx 
'o oo 

-|- t 3Kae f j g —fx q (Sin.a x, Cos. ft x)dx, (c eindig) . . (XI/II) 
”o 

r awc+!i [b 

<1 (Sin.a x, ('os. ft x)dx <= I >j (Sin. a x, Cos. ft x)dx (c eindig) (XLIII) 

o o 

f anc+b _‘ x /■2a* 

e e q (Sin. ax, Qos. ft x)d x = — I q (Sin. « ,r, Cos. ft x) xd x -f- 

o o 

-f- e~ 3an Je * x q. (Sin.a x, Cos. ft x)dx (e eindig) . (XT<IV) 

ƒ 20 */; -fi rta* ƒ 4 

<f <Sin.ax,Cos.ftx)dx = — I q(Sin.ax,Cos.ftx]xdxq- 1 q(Sin.ax t Cos.ftx)dx,(k= oo),(XLV) 

o o "o 

Bij deze vijf vergelijkingen is het volgende op te merken: 

7 

WIS- E* lUTl'UItK. TEBII. DER KO.MMKL. AKADEXIE. DEEL VII. 
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1\ b<ï*. 

2*. «« en geheelc getallen. 

o’. De drie laatste vergelijkingen beslaan slechts onder de voorwaarde 



<ji (Sin. a x, Cos. : 1 x) d x *= 0 


(B) 


De onderlinge vergelijking der beide theorema ta (XI.) en (XLV) leert mi, 
dal de integraal 

J if (Sin. a x. Cos. $x)dx 
*0 


verschillende waarden verkrijgt, naarmate oo van den vorm '2 a t k of 2ank + b 
is, voor k =■= oo , en hiermede is hetgeen in N '. 1 is aangevoerd genoegzaam 
bewezen, liet behoeft naauwclijks te worden opgemerkt, dat de vergelij- 
kingen (XXXVII) en (XLII) respeclive in (XXXVI) en (XLi) overgaan, zoodra 
f gelijk nul wordt gesteld. 

Jü. Neemt men als toepassing 


zoo is respeclive 


<f’ (Sin. « x, Cos. p x) 


c- P* 

Sin. — eu 


= Cos. 


PJ. 

ï 



cn 


«= 0,.i 


/>. 

? 


om derhalve de produklcn o « en aft lot gebcele getallen te maken, behoeft 
men, als p cn q gebeele getallen voorstellen, slechts a = q te nemen. In 
deze gevallen is zoowel bij de ccnc als bij de andere onderstelling: 


j {(%l 

J <i J pj d v p o 


rc,. p -d* _ , r co,„d S ~i r _ o>«o P i 

J <1 1 PJ d 'J P ' o P 


O 


_i(l_l)=0, 
P 


\{ak) 


(/ j~*d Sin.py 
o 


— wanneer men eerst x = qy stelt, cn vervolgens verder herleidt. — 

Aan de voorwaardenvergelijking (E) wordt dus hier voldaan, en dien ten 
gevolge geven de theoremata (XXXVIH) en (XL) : 
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In de beide laatslc is genomen. Om de laatste bepaalde integraal te 

vinden, zal men den grensafsland O tot 2pff in p andere moeten verdeden, 
die elk ‘2* bedragen, namelijk van 0 tot 2*, van 2 ar tot 4 «, enz. van c.2ff 
tol (c — I). 2 ar en van (/) — I). 2 ar tot p. 2 ar. Verder in eenigc integraal, 
van. c. 2 » tot (c + I). 2ff genomen, moet men y = 2c* + x stellen, dan wor- 
den de grenzen van x: ü en 2*; met dx — dy, Sin. x — Sin. y; daar verder 
voor de factor y onder liet integraaltccken 2 c* + x komt, kan men zoodanige 
integraal in twee andere ontbinden, eene met 2c 71 als factor, (die als con- 
stant buiten liet integraaltccken te brengen is), en eene andere, waar x als 
factor onder liet intcgraalteeken blijft slaan, dat is 


^ {e+l).2tr rtre nu 

Sin.y.y dy = £ en I Sin. idx -{• I Sin. x.x dx . 

c.2jt *o "o 

De integralen der eerste soort zijn alle van dcnzelfden vorm als de eerste 
der integralen (ak) en verdwijnen dus. Die der tweede soort zijn daarentegen 
alle gelijk, en bobben volgens mijne Tafels T. 250. N’. 1 tol waarde — 2ff; 
zulke zijn er p en dus is: 

Sin,x.xdx =32 — 2 pn\ ( 55 ) 

o 

en derhalve 



2 q* ff 

P 


(k = oo ) 


( 56 ) 


Vervolgens geven de theoremata (XLIII) en (XLV), met behulp der reeds 
gevonden uitkomsten: 


1 * 


Sr -»ï> 
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ƒ 




fis./t+A 


O. P* , 

Ot/J. UJ=: 

<$ 

1 

ol 

li 

s 

* 

o 

9 

./ 7 P \ 

0 

9 1 

1 . /> 

C<m </j- = 

9 

K 7 * " ? 


’ **. />,r / 

0//I. «JT =s= 

~ q ' n + 1'sn.tedir- 

2 t o 1 
+ - 1 

9 

P 1 9 

'0 

/> V \ 

P & 

Cos. — </a- -= 

['Co,/'*!» 


9 

J 9 

/' 9 


( 58 ) 


( 60 ) 


Hieruit ziet men, dat de gewoonlijk gebruikte uitkomsten 

r .. 

I Stu.xdx = 1 en 


zie 7n6/e$ c/t\, T. 96, N°. 2, o, niet 
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